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1. Постулаты феноменологической термодинамики

1.1. Постулаты о равновесии и температуре
Определение: объектом исследования термодинамики является всякий набор (система)

макроскопических тел, который ограничен реальной или воображаемой поверхностью, назы-
ваемой контрольной поверхностью. Свойства контрольной поверхности позволяют раз-
делить все системы на открытые (есть обмен массой и энергией), замкнутые (есть обмен
энергией, но нет обмена массой), адиабатически замкнутые (нет обмена массой и теплом,
но есть обмен другими видами энергии) и изолированные (нет обмена ни массой, ни энерги-
ей).

Определение: функцию параметров состояния системы f(x1, . . . xn) называют функцией
состояния, если ∮

df = 0,
∂2 f

∂ xi ∂ xj

=
∂2 f

∂ xj ∂ xi

, (1.1.1)

где
∮

обозначает интеграл по замкнутому контуру.

Постулат о равновесии: любая изолированная система за конечный промежуток времени
приходит к равновесию и, при отсутствии внешних воздействий, бесконечно долго остаётся
в состоянии равновесия, то есть состоянии, при котором все параметры, описывающие эту
систему, сохраняют свои значения неизменными в течение сколь угодно большого промежутка
времени, а их потоки через всякий элемент контрольной поверхности равны нулю. Состояние,
при котором значения этих параметров сохраняются, но существует их ненулевой поток через
какой-либо элемент контрольной поверхности, называют стационарным.

Определение: параметры, которые описывают систему, находящуюся в состоянии рав-
новесия, называют термодинамическими переменными. Термодинамические переменные
можно разделить на экстенсивные (зависящие от количества вещества – V,m) и интен-
сивные (p, T, ρ). Функции термодинамических переменных называют термодинамическими
функциями состояния, а уравнения, связывающие такие переменные, – уравнениями со-
стояния. В свою очередь, среди уравнений состояния выделяют термические (включающие
температуру) и калорические (содержащие энергетические переменные – U,H). Таким обра-
зом, если рассмотреть пространство всех возможных значений параметров состояния, то ока-
жется, что термодинамика действует только в его особом подпространстве, которое описывает
равновесное состояние системы и называется термодинамическим подпространством.

Определение: процесс относят к термодинамическим, если
dxi

dt
� ∆xi

τ
, где xi – пара-

метр состояния,
∆xi

τ
– скорость установления равновесия, а τ – время релаксации, то есть

время, за которое ∆xi уменьшается в e раз. Таким образом, всякий термодинамический про-
цесс является последовательностью равновесных состояний (протекает квазистатически),
поэтому часто термодинамические процессы называют равновесными.

Постулат о температуре: существует функция состояния, называемая температурой,
которая принимает одно и то же значение для всех частей системы, находящейся в состоянии
термодинамического равновесия.

Замечание: альтернативой введению постулата о температуре является постулирование
принципа транзитивности – если системы А и В, В и С находятся в состоянии термоди-
намического равновесия, то системы А и С также находятся в состоянии термодинамического
равновесия.

Замечание: существуют разные способы задания шкал температуры. Исторически первой
была шкала Цельсия, связанная с температурами кристаллизации и кипения воды. Темпера-
туру, указанную в этой шкале, обычно обозначают через t. Позднее появилась абсолютная
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термодинамическая шкала температур T (см. 1.5.), которую и используют в термодинамике.
Другие шкалы – Фаренгейта, Реомюра – имеют сейчас сугубо историческое значение.

1.2. Уравнения состояния

В рамках феноменологической термодинамики все уравнения состояния основаны на эм-
пирических, то есть наблюдаемых закономерностях. В принципе, большинство рассматрива-
емых ниже уравнений состояния имеют под собой физическую основу, связанную с той или
иной моделью строения вещества – некоторые из этих моделей рассмотрены в главе 4. Тем
не менее, на протяжении первых двух глав уравнения состояния просто фиксируются как воз-
можные взаимосвязи между параметрами состояния. Перечислим основные уравнения состо-
яния и отметим некоторые их особенности:

Идеальный газ: простейшим уравнением состояния является уравнение Клайперона-
Менделеева (уравнение состояния идеального газа)

pV = nRT, (1.2.1)

где n – количество вещества. Заметим, что

pV

T
= nR = const ⇒ p0V0

T0

=
p0VT

T0 + ∆T
⇒ VT = V0(1 + α∆T ), α =

1

T0

.

Таким образом, изменение объёма идеального газа при изобарном процессе (поддержании по-
стоянного давления) линейно зависит от температуры; на основе этого принципа работают
многие термометры – приборы, определяющие температуру по изменению объёма вещества.

Согласно измерениям, при нагревании газов от 0 0C α =
1

273.16
, то есть объём газа уменьша-

ется до нуля при t = −273.16 0C.
Идеальный газ является одной из важнейших моделей термодинамики, и будет часто ис-

пользоваться при дальнейшем изложении.

Определение: состояние, при котором
(
∂ p

∂ V

)
T

= 0 и
(
∂2 p

∂ V 2

)
T

= 0, называется кри-

тическим и характеризуется определёнными значениями объёма, давления и температуры
– критическими параметрами. Важнейшей особенностью критического состояния веще-

ства является нарушение термодинамического неравенства
(
∂ p

∂ V

)
T

< 0 – потеря системой

устойчивости (см. 2.2.).

Замечание: для идеального газа

p =
nRT

V
⇒
(
∂ p

∂ V

)
T

= −nRT
V 2

< 0,

то есть критическое состояние невозможно.

Газ Ван-дер-Ваальса: уравнение состояния такого газа имеет вид(
p+

n2a

V 2

)
(V − nb) = nRT, (1.2.2)

где a и b – постоянные, определяемые свойствами конкретного вещества. Эти постоянные

можно связать с критическими параметрами вещества; при n = 1

p =
RT

V − b
− a

V 2
⇒
(
∂ p

∂ V

)
T

= − RT

(V − b)2
+

2a

V 3
,

(
∂2 p

∂ V 2

)
T

=
2RT

(V − b)3
− 6a

V 4
.
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В критическом состоянии
(
∂ p

∂ V

)
T

=

(
∂2 p

∂ V 2

)
T

= 0, поэтому

Vcr − b

2
=
Vcr

3
⇒ Vcr = 3b, Tcr =

8a

27bR
, pcr =

a

27b2
. (1.2.3)

Приведём ещё несколько известных двухпараметрических уравнений состояния.
Уравнение Бертло:

p =
nRT

V − nb
− n2a

TV 2
⇒
(
p+

n2a

TV 2

)
(V − nb) = nRT. (1.2.4)

Уравнения Дитеричи:

p =
nRT

V − nb
· exp

(
− na

RTV

)
, (1.2.5)

p =
nRT

V − nb
− n5/3a

V 5/3
. (1.2.6)

Определение: приведёнными параметрами состояния называются параметры состо-
яния, отнесённые к критическим.

τ =
T

Tcr

, π =
p

pcr

, ϕ =
V

Vcr

. (1.2.7)

Принцип соответствия: если для двух систем совпадают два приведённых параметра со-
стояния, то совпадают и третьи; при этом говорят, что системы находятся в соответствен-
ных состояниях. Принцип соответствия утверждает существование общего термического
уравнения состояния, то есть возможность универсальной связи между p, V и T . Эту связь
легко определить, переписав уравнение Ван-Дер-Ваальса (1.2.2) через критические парамет-
ры; при n = 1(

p+
3pcrV

2
cr

V 2

)(
V − Vcr

3

)
= RT ⇒

(
π +

3

ϕ2

)
(3ϕ− 1) =

3RT

pcrVcr

⇒

⇒
(
pcrVcr = 3b · a

27b2
=

a

9b
=

3RTcr

8

) (
π +

3

ϕ2

)
(3ϕ− 1) = 8τ. (1.2.8)

Полученное уравнение не содержит индивидуальных характеристик вещества (a, b) и является
общей формой уравнения Ван-дер-Ваальса. Тем не менее, оно не будет общим термическим
уравнением состояния, поскольку другие эмпирические уравнения состояния (Бертло, Дите-
ричи) приводятся к общему виду, отличному от (1.2.8).

Это и понятно, ведь в рамках феноменологической термодинамики все уравнения состоя-
ния не несут никакого физического смысла, как не несёт его и принцип соответствия. Факти-
чески соответствие может быть установлено лишь для систем с "похожим" потенциалом меж-
молекулярного взаимодействия, что легко показать в рамках статистической термодинамики
(см. 4.5.).

Уравнение с вириальными коэффициентами: это наиболее общий вид термического
уравнения состояния

Z =
pV

nRT
= 1 +

B2(T )

V
+
B3(T )

V 2
+ . . . = 1 + Z2(T )p+ Z3(T )p2 + . . . , (1.2.9)
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представляющий собой разложение величины Z (коэффициента сжимаемости) по степе-
ням давления или обратного объёма. Возможность такого разложения может быть обосно-
вана в рамках статистической термодинамики. Величины B2, B3, . . . называют вириальными
коэффициентами.

Замечание: температуру, при которой второй вириальный коэффициент обращается в ноль,
называют температурой Бойля. При температуре Бойля Z ≈ 1 (с точностью до V −2),
то есть формально уравнением состояния газа является уравнение Клайперона-Менделеева
(1.2.1).

1.3. I начало термодинамики

Определение: в термодинамике работой системы (обычно, газа) называют всякую ра-
боту, совершённую системой. При этом разделяют работу расширения системы и работу,
совершённую против внешних сил. Работа расширения системы равна, очевидно, pdV , причём
её формально считают положительной при расширении и отрицательной при сжатии. В то же
время работу, совершаемую против внешних сил, в термодинамике полагают отрицательной.
Соответственно, общую работу, совершаемую системой, можно записать как

δW = pdV −
∑

i

Pidqi, (1.3.1)

где Pi – обобщённые силы, а qi – обобщённые координаты. Указанное соглашение о знаках
является сугубо формальным, однако о нём необходимо помнить при проведении термодина-
мических расчётов.

I начало термодинамики является термодинамической формулировкой закона сохране-
ния энергии и утверждает, что

δQe = dU + δW = dU + pdV −
∑

i

Pidqi, (1.3.2)

где δQe – тепло, подведённое к системе. Таким образом, I начало термодинамики постулиру-
ет существование функции состояния U (внутренней энергии), определяемой как разность
теплоты, подведённой к системе, и работы, совершённой системой. Феноменологическая тер-
модинамика также постулирует аддитивность внутренней энергии по количеству вещества.
Последнее верно лишь в том случае, когда размеры системы достаточно велики, и в ней суще-
ствуют только силы короткого действия.

Определение: функцию состояния H = U + pV называют энтальпией; с её помощью
первое начало термодинамики (1.3.2) может быть записано в виде

δQe = dH − V dp−
∑

i

Pidqi. (1.3.3)

Определение: теплоёмкостью системы называют то количество теплоты, которое необ-
ходимо сообщить системе для повышения её температуры на один градус. Теплоёмкость за-
висит от того, в каких конкретно условиях сообщать системе теплоту, поэтому приведённое
определение неоднозначно. Для практических целей обычно достаточно знать значения теп-
лоёмкость при постоянном объёме (cV ) и теплоёмкость при постоянном давлении (cp).

Рассмотрим систему, на которую не действуют внешние силы (так называемую простую
систему). Термическое уравнение состояния такой системы f(p, V, T ) = 0 позволяет выра-
зить один из параметров состояния через два других. Значит, значения функций состояния U
и H зависят только от двух переменных. В качестве одной из таких переменных логично рас-
сматривать "меру термодинамического равновесия" – температуру, а вторая определяется тем
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дифференциалом, который входит в выражение для dU (dH). Таким образом, в простых систе-
мах U = U(T, V ), H = H(T, p) (здесь и далее в этом параграфе мы относим все величины к 1
молю вещества, то есть фактически рассматриваем удельные теплоёмкости). Соответственно,

dU =

(
∂ U

∂ T

)
V

dT +

(
∂ U

∂ V

)
T

dV ⇒ δQe = dU + pdV =

(
∂ U

∂ T

)
V

dT +

(
p+

(
∂ U

∂ V

)
T

)
dV ⇒

⇒ δQe

dT
=

(
∂ U

∂ T

)
V

+

(
p+

(
∂ U

∂ V

)
T

)
· dV
dT

.

Значит, теплоёмкости при постоянных объёме и давлении можно записать как

cV =

(
δQe

dT

)
V

=

(
∂ U

∂ T

)
V

, cp =

(
δQe

dT

)
p

= cV +

(
p+

(
∂ U

∂ V

)
T

)
·
(
∂ V

∂ T

)
p

. (1.3.4)

Аналогично, используя (1.3.3), получим

dH =

(
∂ H

∂ T

)
p

dT +

(
∂ H

∂ p

)
T

dp⇒ δQe

dT
=

(
∂ H

∂ T

)
p

+

((
∂ H

∂ p

)
T

− V

)
· dp
dT

;

cp =

(
∂ H

∂ T

)
p

, cV = cp +

((
∂ H

∂ p

)
T

− V

)
·
(
∂ p

∂ T

)
V

. (1.3.5)

Замечание: в соответствии с законом Джоуля (1.6.6) внутренняя энергия идеального газа
зависит только от его температуры (U = U(T )), поэтому, используя (1.2.1), можно переписать
(1.3.4) как

cp = cV + p ·
(
∂ V

∂ T

)
p

= cV + p ·

∂
(

RT
p

)
∂ T


p

= cV +R. (1.3.6)

Термические коэффициенты: отметим ещё один важный результат, который можно по-
лучить, рассматривая простые системы. Итак, f(p, V, T ) = 0, поэтому, например, объём явля-
ется функцией давления и температуры.

V = V (p, T ), dV =

(
∂ V

∂ T

)
p

dT +

(
∂ V

∂ p

)
T

dp.

Пусть V = const, тогда

0 =

(
∂ V

∂ T

)
p

∂ T +

(
∂ V

∂ p

)
T

∂ p⇒
(
∂ V

∂ T

)
p

·
(
∂ T

∂ p

)
V

+

(
∂ V

∂ p

)
T

= 0 ⇒

⇒
(
∂ V

∂ T

)
p

·
(
∂ T

∂ p

)
V

·
(
∂ p

∂ V

)
T

= −1 ⇒ αp = p0βTγV , (1.3.7)

где

αp =
1

V0

·
(
∂ V

∂ T

)
p

, βT = − 1

V0

·
(
∂ V

∂ p

)
T

, γV =
1

p0

·
(
∂ p

∂ T

)
V

(1.3.8)

– термические коэффициенты (изобарного расширения, изотермического сжатия и изо-
хорного давления соответственно). Под V0 здесь понимается зафиксированный объём систе-
мы, а под p0 – текущее давление в ней. Соотношение (1.3.7) также может быть получено при
фиксированных давлении или температуре, то есть оно выполняется во всех тех случаях, когда
один из параметров состояния простой системы фиксирован.
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Замечание: часто через αp, βT , γV обозначают не термические, а термодинамические
коэффициенты

αp =
1

V
·
(
∂ V

∂ T

)
p

, βT = − 1

V
·
(
∂ V

∂ p

)
T

, γV =
1

p
·
(
∂ p

∂ T

)
V

, (1.3.9)

то есть те же производные, но для процессов, в которых меняются все три параметра состоя-
ния системы. Соответственно, здесь V и p – текущие значения объёма и давления. Ясно, что
для термодинамических коэффициентов соотношение (1.3.7) не выполняется.

Наконец, рассмотрим на примере идеального газа основные типы процессов, при которых
происходит изменение состояния системы. Во всех случаях будем считать, что на газ не дей-
ствуют внешние силы, то есть он является простой системой.

Изотермический процесс (T = const): используя уравнение состояния идеального газа
(1.2.1), выпишем связь между давлением и объёмом, а также определим работу газа

pV = RT = const; p =
RT

V
, W =

V2∫
V1

pdV =

V2∫
V1

RT

V
dV = RT ln

V2

V1

. (1.3.10)

Адиабатический процесс (δQe = 0): в соответствии с законом Джоуля (1.6.6) внутрен-
няя энергия идеального газа зависит только от температуры, то есть dU = cV dT (см. (1.3.4)).
Переписывая (1.3.2) и используя (1.2.1), (1.3.6), получим

δQe = cV dT + pdV = 0 ⇒ cV dT +
RT

V
dV = 0 ⇒ cV ·

dT

T
+R · dV

V
= 0 ⇒

⇒ cV lnT +R lnV = const ⇒ T cV · V R = const ⇒ pcV · V cV +R = const ⇒

⇒ pV γ = const, γ =
cp
cV

(1.3.11)

– уравнение адиабаты. Теперь вычислим работу газа в адиабатическом процессе

pV γ = C, W =

V2∫
V1

pdV =

V2∫
V1

C

V γ
dV = C · V

1−γ

1− γ

∣∣∣∣V2

V1

=
p2V2 − p1V1

1− γ
.

Политропический процесс (δQe = cdT , где c = const): аналогично предыдущему случаю
запишем

c · dT
T

= cV ·
dT

T
+R · dV

V
⇒ (cV − c) · dT

T
+R · dV

V
= 0 ⇒

⇒ T cV −c · V R = const ⇒ pV γp = const, γp =
cp − c

cV − c
(1.3.12)

– уравнение политропы, по форме совпадающее с уравнением адиабаты. Соответственно,
работа в политропическом процессе

W = C · V
1−γp

1− γp

∣∣∣∣V2

V1

=
p2V2 − p1V1

1− γp

.
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1.4. Термохимия

Определение: стандартной энтальпией H0
T (A) называют энтальпию одного моля ве-

щества A при температуре T и стандартных условиях (обычно, p = 1 атм). Давление постоян-
но, поэтому, в соответствии с (1.3.5),

H0
T = H0

0 +

T∫
0

cpdT. (1.4.1)

Cтандартной внутренней энергией U0
T (A) называют внутреннюю энергию одного моля

вещества A при температуре T и фиксированном объёме V = V0. Аналогично (1.4.1)

U0
T (A) = U0

0 (A) +

T∫
0

cV dT. (1.4.2)

ВеличиныH0
0 и U0

0 являются аддитивными постоянными и не могут быть определены в рамках
феноменологической термодинамики.

Определение: стандартной энтальпией химической реакции при температуре T на-
зывают величину ∆rH

0
T =

∑
i

νiH
0
T (Ai), где Ai – участвующие в реакции вещества, а νi – сте-

хиометрические коэффициенты (положительные для продуктов реакции и отрицательные для
реагентов). В частности, ∆fH

0
T (A) – стандартная энтальпия образования одного моля

веществаA из наиболее устойчивых в данных условиях модификаций простых веществ. (1.4.1)
позволяет определить температурную зависимость энтальпии химической реакции

∆rH
0
T = ∆rH

0
0 +

T∫
0

∑
i

νicp(Ai)dT (1.4.3)

– формула Кирхгофа
Замечание: связь между ∆rH и ∆rU может быть определена по уравнениям состояния

участвующих в реакции веществ. Например, для простейшего случая (все Ai – идеальные
газы, νi = 1), используя (1.2.1), получим

∆rH
0
T =

∑
i

νiU
0
T (Ai) +

∑
i

νipAi
VAi

= ∆rU
0
T +RT

∑
i

νi.

Определение: термохимическим уравнением называют уравнение химической реак-
ции, в котором указан её тепловой эффект.

Закон Гесса: тепловой эффект реакции, протекающей при постоянных объёме или давле-
нии, не зависит от пути перехода и определяется только составом реагентов/продук-тов реак-
ции. Таким образом, в определённых условиях тепловой эффект является функцией состояния
и позволяет определить энтальпию (внутреннюю энергию) реакции.

Цикл Борна-Габера: способ расчёта энтальпии химической реакции как суммы энтальпий
отдельных элементарных процессов. Так, для реакции 2Na + Cl2 = 2NaCl можно записать

∆fH
0
T (NaCl) = Elatt(Na) + Eion(Na) + Ediss(Cl2)− Eel.affin.(Cl)− Elatt(NaCl),

где Elatt – энергии кристаллических решёток, Eion – энергия ионизации, Ediss – энергия дис-
социации, а Eel.affin. – сродство к электрону. Цикл Борна-Габера позволяет вычислять как
энтальпии образования, так и энергии отдельных элементарных процессов – диссоциации,
ионизации, разрушения кристаллической решётки, и т. д.
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1.5. II начало термодинамики

Определение: процесс называют обратимым, если после осуществления этого процес-
са система может вернуться в исходное состояние без каких-либо изменений в окружающих
телах (например, без совершения работы со стороны внешних тел). В противном случае про-
цесс называют необратимым. Всякий термодинамический процесс протекает квазистатиче-
ски (см. 1.1.), а потому является обратимым.

II начало термодинамики: существует аддитивная функция состояния, называемая эн-
тропией (S), которая является мерой обратимости процесса. Для всякого равновесного (то

есть обратимого) процесса dS =
δQe

T
, а для самопроизвольного неравновесного (и, значит,

необратимого) процесса dS >
δQe

T
. Таким образом, всякий обратимый процесс является рав-

новесным, а всякий неравновесный – необратимым.

Теперь остановимся последовательно на двух частях II начала, то есть на случаях обра-
тимого и необратимого процессов. Для равновесных процессов δQe = TdS, что позволяет
привести (1.3.2) к виду

TdS = dU + pdV −
∑

i

Pidqi (1.5.1)

– уравнение Гиббса.
Определение: пфаффовой формой функций Xi(x1, . . . xn) (i = 1, n) называют произве-

дение вида Π(X1, . . . Xn) =
∑
i

Xidxi. Можно показать, что при n = 1, 2 существует интегри-

рующий множитель µ, то есть ∃ f : µΠ(X1, . . . Xn) = df – µΠ является полным дифференци-
алом.

Понятие пфаффовой формы позволяет дать математическую формулировку II начала тер-
модинамики. В общем случае U = U(T, V, q1, . . . qn), поэтому, используя (1.3.2) и (1.3.4), по-
лучим

dU =

(
∂ U

∂ T

)
V,qi

dT +

(
∂ U

∂ V

)
T,qi

dV +
∑

i

(
∂ U

∂ qi

)
T,V

dqi ⇒

⇒ δQe = cV dT +

(
p+

(
∂ U

∂ V

)
T,V

)
dV +

∑
i

((
∂ U

∂ qi

)
T,V

− Pi

)
dqi.

Таким образом, δQe является пфаффовой формой, а II начало термодинамики постулирует ин-

тегрируемость этой пфаффовой формы с интегрирующим множителем µ =
1

T
. Заметим, что

из общих соображений интегрирующий множитель не должен зависеть от природы вещества,
получающего теплоту, то есть, помимо всего прочего, II начало термодинамики постулирует
существование абсолютной (не зависящей от природы вещества) шкалы температуры, в ко-
торой и измерена входящая в интегрирующий множитель T .

Принцип адиабатической недостижимости: вблизи всякого состояния равновесной си-
стемы существуют состояния, недостижимые адиабатическим путём. Это утверждение эк-
вивалентно первой части II начала термодинамики. Действительно, пусть системе сообща-
ют теплоту δQ, и она переходит в состояние 2, совершая работу δW ; согласно (1.3.2), δQ =
dU + δW.Пусть теперь происходит адиабатический переход из состояния 2 в состояние 1; при
этом в целом за цикл δQe 6= 0, то есть dS 6= 0, и процесс является необратимым. Между тем,
S – функция состояния, а потому в состоянии 1 энтропия должна быть одной и той же до и
после протекания процесса; значит, dS = 0. Возникающее противоречие доказывает прин-
цип адиабатической недостижимости, который часто называют II началом термодинамики
в формулировке Каретеодори.
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Замечание: ещё одна формулировка II начала термодинамики связана с невозможностью
существования вечного двигателя второго рода, то есть тепловой машины, единствен-
ным результатом работы которой является обратимое превращение тепла в работу. Доказа-
тельство этого утверждения полностью аналогично обоснованию принципа адиабатической
недостижимости. Цикл, на основе которого мог бы работать вечный двигатель второго рода,
состоит из изотермы и двух адиабат, то есть за цикл δQe 6= 0, а потому dS 6= 0. Невозмож-
ность реализации такого цикла означает, в частности, что адиабаты не пересекаются – это II
начало термодинамики в формулировке Томпсона (Кельвина).

Цикл Карно: это цикл превращений, состоящий из двух изотерм (участки 12, 34) и двух
адиабат (участки 23, 41), как показано на рисунке. На адиабатах δQe = 0, а потому ∆S = 0,
S = const; на изотермах T = const, то есть в координатах T −S цикл Карно имеет вид прямо-
угольника. Интегрируя (1.3.2) по циклу, получим∮

δQe =

∮
dU +W ⇒ W = Q1 −Q2,

где Q1 – тепло, полученное рабочим веществом, а Q2 - тепло, отданное рабочим веществом
тепловой машины. Коэффициент полезного действия (КПД) тепловой машины равен от-
ношению совершённой работы к количеству теплоты, которое сообщено системе, то есть

η =
W

Q1

=
Q1 −Q2

Q1

=
T1(S2 − S1)− T2(S2 − S1)

T1(S2 − S1)
=
T1 − T2

T1

= 1− T2

T1

< 1, (1.5.2)

где использованы прямоугольный вид цикла Карно в координатах T −S и определение энтро-
пии. Таким образом, КПД цикла Карно зависит только от температур нагревателя (T1) и хо-
лодильника (T2), природа рабочего вещества не имеет значения. Это первая теорема Карно
(или теорема Карно-Клаузиуса), которая позволяет определять температуру в абсолютной
шкале (шкале Кельвина) на основании КПД цикла Карно. Заметим, что при T2 = 0 K фор-
мально η = 1, что противоречит II началу термодинамики – тепловая машина, основанная
на таком цикле Карно, становится вечным двигателем второго рода, поскольку полностью (и
обратимо) переводит сообщённое ей тепло в работу. Это означает, что цикл Карно с T2 = 0
невозможен.

Вторая теорема Карно гласит, что из всех тепловых машин с заданными температурами
нагревателя и холодильника T1 и T2 машина, работающая по циклу Карно, имеет наибольший
КПД. Действительно, W =

∮
TdS, то есть работа равна площади цикла в координатах T − S.

Пусть произвольная тепловая машина работает по циклу 1’2’3’4’, получая от нагревателя теп-
лоту Q1; при этом энтропия рабочего вещества увеличивается на ∆S. Сравним КПД такой
тепловой машины с КПД цикла Карно 1234, в котором энтропия рабочего вещества также
увеличивается на ∆S. Работа в цикле Карно максимальна, поскольку в заданном темпера-
турном интервале наибольшую площадь имеет прямоугольник: Wmax = W1234 = ∆T · ∆S. В
то же время тепловая машина, цикл которой "вписан" в цикл Карно, получает меньше тепло-
ты от нагревателя (площади под кривыми 12 и 1’2’3’ соответственно). Однако, как следует из
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рисунка (s′ > s),

Q1′2′3′

Q12

=
W1′2′3′4′ + s′

W1234 + s
>
W1′2′3′4′ + s

W1234 + s
>
W1′2′3′4′

W1234

⇒ η1234 > η1′2′3′4′ ,

что и доказывает теорему.

Энтропия идеального газа: в соответствии с (1.6.6) и (1.3.4) dU = cV dT, поэтому (1.3.2)
можно переписать как

δQe = cV dT +
nRT

V
· dV ⇒ dS =

δQe

T
= cV ·

dT

T
+ nR · dV

V
. (1.5.3)

Как и утверждает II начало термодинамики, правая часть последнего равенства является пол-
ным дифференциалом, поскольку в соответствии с (1.6.6) cV не зависит от объёма, и(

∂

∂ V

cV
T

)
T

=

(
∂

∂ T

nR

V

)
V

= 0.

Интегрируя (1.5.3), находим

S = nS0 +

T∫
0

cV
T
dT + nR lnV = nS0(T ) + nR lnV, (1.5.4)

где S0 – энтропия одного моля вещества при T = 0 K, а S0(T ) – стандартная энтропия при
температуре T .

Пусть две системы, имеющие объём V , содержат n моль идеального газа каждая. Эн-
тропия газа в этих системах S1 = nS0(T ) + nR lnV . Объединим две системы и получим
2n моль газа, который занимает объём 2V , то есть энтропия газа в получившейся системе
S2 = 2nS0(T ) + 2nR ln(2V ). С другой стороны, энтропия является аддитивной величиной, а
потому при объединении двух объёмов, содержащих по n моль газа, она увеличивается вдвое:
S2 = 2S1 = 2nS0(T ) + 2nR lnV 6= 2nS0(T ) + 2nR ln(2V ). Это противоречие составляет
так называемый парадокс Гиббса, который, впрочем, может быть легко разрешён: при ин-
тегрировании в (1.5.4) возникает постоянная интегрирования, которая, помимо S0, содержит
слагаемое, зависящее от n. Сама зависимость может быть определена только в рамках стати-
стической термодинамики (см. (4.1.8)).

II начало термодинамики для неравновесных процессов: условие dS >
δQe

T
позволяет

формально записать

dS =
δQe

T
+
δQi

T
,

где δQi – некоторая величина, которая формально соответствует теплоте, полученной систе-
мой изнутри. В соответствии с (1.3.2) δQe = dU + δW, то есть подведённой извне теплоте
отвечает совершённая за счёт этой теплоты работа. Теплота δQi не превращается в работу,
а потому является нескомпенсированной теплотой – часто её называют нескомпенсирован-
ной теплотой Клаузиуса или потерянной работой Шоттки.

Теперь, по-прежнему формально, сопоставим δQe и δQi "внешнюю" и "внутреннюю" со-
ставляющие энтропии

dS =
δQe

T
+
δQi

T
= dSe + dSi,

где знаки d подчёркивают формальность процедуры – dSe и dSi могут не быть полными диф-
ференциалами. Для "внешней" энтропии выполняется уравнение Гиббса (1.5.1)

TdSe = dU + pdV −
∑

i

Pidqi, (1.5.5)
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то есть Se является функцией U, V, qi – так называемых естественных переменных эн-
тропии. Si в принципе может зависеть от любых величин, поэтому обычно полагают Si =
Si(U, V, qi, Xi), где Xi – внутренние переменные, характеризующие отклонение процесса от
равновесного. Согласно II началу термодинамики dSi ≥ 0, причём знак равенства реализует-
ся только в случае обратимых процессов.

Пример (нескомпенсированная теплота расширения идеального газа в пустоту): расши-
рение газа в пустоту является типичным необратимым процессом, поскольку при таком рас-
ширении не совершается работа, а сжать газ без совершения работы нельзя. Если процесс
проводится при постоянной температуре, то, согласно (1.5.4),

∆S = nR ln
V2

V1

,

где V1, V2 – объёмы газа до и после расширения. Внутренняя энергия идеального газа зависит
только от его температуры (см. (1.6.6)), поэтому ∆U = 0 и, в соответствии с (1.3.2), ∆Qe = 0.
Таким образом, нескомпенсированная теплота Клаузиуса

∆Qi = T∆S = nRT ln
V2

V1

.

1.6. Вычисление энтропии и III начало термодинамики

Для того, чтобы вычислять энтропию реальных систем, необходимо связать производные
энтропии по естественным переменным с измеряемыми на опыте величинами. Сделаем это
на примере простых систем в расчёте на 1 моль вещества. U = U(T, V ), а потому можно
переписать (1.5.1) в виде

TdS =

(
∂ U

∂ T

)
V

dT +

(
p+

(
∂ U

∂ V

)
T

)
dV ⇒

⇒
(
∂ S

∂ T

)
V

=
1

T

(
∂ U

∂ T

)
V

=
cV
T
,

(
∂ S

∂ V

)
T

=
1

T

(
p+

(
∂ U

∂ V

)
T

)
. (1.6.1)

С другой стороны, из уравнений Максвелла (2.1.15)(
∂ S

∂ V

)
T

=

(
∂ p

∂ T

)
V

⇒ T

(
∂ p

∂ T

)
V

= p+

(
∂ U

∂ V

)
T

. (1.6.2)

Если считать энтропию функцией температуры и давления (а не объёма), то соответству-
ющие производные можно вычислить, переписывая с использованием энтропии (1.3.3):

TdS =

(
∂ H

∂ T

)
p

+

(
−V +

(
∂ H

∂ p

)
T

)
dp⇒(

∂ S

∂ T

)
p

=
cp
T
,

(
∂ S

∂ p

)
T

=
1

T

(
−V +

(
∂ H

∂ p

)
T

)
. (1.6.3)

Вновь используя уравнения Максвелла (2.1.15), получим

T

(
∂ V

∂ T

)
p

= V −
(
∂ H

∂ p

)
T

. (1.6.4)

Подставляя (1.6.2) в (1.6.1), а (1.6.4) – в (1.6.3), запишем окончательные выражения для диф-
ференциала энтропии

dS =
cV
T
· dT +

(
∂ p

∂ T

)
V

dV =
cp
T
· dT −

(
∂ V

∂ T

)
p

dp. (1.6.5)
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Замечание: подставляя (1.2.1) в (1.6.2), получим, что для идеального газа

RT

V
=
RT

V
+

(
∂ U

∂ V

)
T

⇒
(
∂ U

∂ V

)
T

= 0, (1.6.6)

то есть внутренняя энергия идеального газа зависит только от его температуры – закон Джо-
уля.

Замечание: преобразуем соотношение (1.3.4), задающее связь между cp и cV . В соответ-
ствии с (1.6.2)

cp = cV + T

(
∂ p

∂ T

)
V

·
(
∂ V

∂ T

)
p

= cV + T · pV · αpγV , (1.6.7)

где αp, γV – термодинамические коэффициенты, введённые в (1.3.9).

III начало термодинамики: при приближении температуры к 0 К изменение энтропии
всякой равновесной системы в изотермических процессах перестаёт зависеть от параметров
состояния, так что в пределе T = 0 K энтропия всех равновесных систем принимает оди-
наковое постоянное значение, которое может быть принято за ноль. Это утверждение часто
называют постулатом Планка и записывают математически в виде

lim
T → 0

(S(T, x2)− S(T, x1)) = 0 ⇒ lim
T → 0

(
∂ S

∂ x

)
T

= 0, (1.6.8)

где x – параметр состояния.
Следствие (недостижимость абсолютного нуля): охлаждение всякого тела может быть

проведено путём последовательных адиабатического расширения (собственно охлаждение)
и изотермического сжатия, однако, согласно III началу, при T → 0 изменение энтропии в изо-
термическом процессе стремится к нулю. При T = 0 изменение энтропии невозможно, а пото-
му всякий изотермический процесс является адиабатическим. Это означает, что реализуется
только асимптотическое приближение к абсолютному нулю, и достижение состояния с S = 0
невозможно. Данное утверждение называют III началом термодинамики в формулировке
Нернста.

Следствие (тепловая теорема Нернста): перепишем (1.5.1) как

d(U − TS) = −SdT +
∑

i

Pidqi,

где в обобщённые силы Pi включено давление (точнее, −p), а в обобщённые координаты qi –
объём. d(U −TS) является полным дифференциалом, а потому вторые смешанные производ-
ные равны

−
(
∂ S

∂ qi

)
T

=

(
∂ Pi

∂ T

)
qi

⇒ lim
T → 0

(
∂ Pi

∂ T

)
qi

= − lim
T → 0

(
∂ S

∂ qi

)
T

= 0, (1.6.9)

то есть производные обобщённых сил по температуре стремятся к нулю при T → 0. Ещё раз
преобразуя (1.5.1), найдём

d

(
U − TS −

∑
i

Piqi

)
= −SdT −

∑
i

qidPi ⇒
(
∂ S

∂ Pi

)
T

=

(
∂ qi
∂ T

)
Pi

⇒ lim
T → 0

(
∂ qi
∂ T

)
Pi

= 0,

производные параметров состояния по температуре также стремятся к нулю. В частности, к
нулю стремятся термические коэффициенты αp и γV

lim
T → 0

(
∂ V

∂ T

)
p

= 0, lim
T → 0

(
∂ p

∂ T

)
V

= 0. (1.6.10)
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Замечание: (1.6.1) и III начало термодинамики позволяют вычислять энтропию всякой
системы как

S(V, T ) =

T∫
0

cV
T
dT. (1.6.11)

Величина S конечна, а потому такой несобственный интеграл должен сходиться при T = 0, то

есть
cV
T

возрастает медленнее, чем
1

T
. Таким образом, при T → 0

C

T
>

C

T n
=
cV
T
⇒ cV = CT 1−n→ 0,

где n < 1. Аналогичные операции можно проделать для cp. Значит, теплоёмкость всякой си-
стемы с понижением температуры стремится к нулю.

Замечание: соотношение (1.5.4) для энтропии идеального газа противоречит III началу

термодинамики, поскольку при T → 0 в изотермических процессах ∆S = R ln
V2

V1

– эта вели-

чина может быть сколь угодно большой при сколь угодно малых T. Значит, модель идеального
газа неприменима к веществам, температура которых приближается к абсолютному нулю. На
самом деле, при низких температурах модель идеального газа по-прежнему может быть реа-
лизована, однако состояние такого газа уже не будет описываться уравнением Клайперона-
Менделеева (1.2.1) – см. 4.4..

Полезная литература:
1. Базаров И. П. Термодинамика. М.: Высшая школа, 1991. Главы 1–4.
2. Кубо Р. Термодинамика. М.: Мир, 1970. Главы 1–3.
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2. Характеристические функции и исследование равновесий

2.1. Характеристические функции и термодинамические потенциалы

Методы термодинамики: существуют два основных способа термодинамического иссле-
дования равновесий – метод циклов и метод термодинамических потенциалов. В методе цик-
лов для исследуемой системы подбирают подходящий обратимый цикл, к которому применя-
ют I и II начала термодинамики. В методе термодинамических потенциалов связи между
параметрами состояния получают, используя основные свойства функций состояния (1.1.1).
Эта глава посвящена исследованию различных типов равновесий вторым методом – термо-
динамических потенциалов.

Определение: естественными переменными функции состояния называют те парамет-
ры, от которых данная функция состояния зависит при протекании равновесных процессов.

Определение: функцию состояния называют характеристической, если при фиксиро-
ванных естественных переменных характер её изменения (убывание или возрастание) ука-
зывает на направление протекания самопроизвольного процесса, первые частные производ-
ные дают недостающие параметры состояния, а вторые производные – термодинамические и
калорические (теплоёмкости) коэффициенты. Термодинамическим потенциалом называют
характеристическую функцию, имеющую размерность энергии.

Рассмотрим основные характеристические функции.
Внутренняя энергия и энтальпия: перепишем (1.5.5) с учётом представления энтропии в

виде суммы внутренней и внешней составляющих

dU = TdS − pdV +
∑

i

Pidqi − TdSi(Xi). (2.1.1)

При фиксированных естественных переменных (то есть S, V, qi) для самопроизвольного про-
цесса dU = −TdSi ≤ 0 – II начало термодинамики однозначно определяет знак изменения
внутренней энергии в самопроизвольном процессе. То же верно для энтальпии, поскольку, в
соответствии с определением,

dH = dU + pdV + V dp = TdS + V dp+
∑

i

Pidqi − TdSi(Xi), (2.1.2)

и при фиксированных естественных переменных dH = −TdSi ≤ 0.
Первые производные внутренней энергии и энтальпии по естественным переменным:(

∂ U

∂ S

)
V,qi

= T,

(
∂ U

∂ V

)
S,qi

= −p,
(
∂ U

∂ qi

)
S,V

= Pi, (2.1.3)(
∂ H

∂ S

)
p,qi

= T,

(
∂ H

∂ p

)
S,qi

= V,

(
∂ H

∂ qi

)
S,p

= Pi (2.1.4)

– недостающие параметры состояния. Вторые производные(
∂2 U

∂ S2

)
V,qi

=

(
∂ T

∂ S

)
V,qi

=
T

cV
,

(
∂2 U

∂ V 2

)
S,qi

= −
(
∂ p

∂ V

)
S,qi

=
1

βSV
, (2.1.5)(

∂2H

∂ S2

)
p,qi

=
T

cp
,

(
∂2H

∂ p2

)
S,qi

=

(
∂ V

∂ p

)
S,qi

= −βSV, (2.1.6)

где использованы (1.6.1), (1.6.3), а также по аналогии с βT введён термодинамический коэф-
фициент βS , соответствующий производной объёма по давлению при постоянстве энтропии.
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Наконец, согласно (1.1.1) смешанные вторые производные равны, а потому(
∂2 U

∂ S ∂ V

)
qi

= −
(
∂ p

∂ S

)
V,qi

=

(
∂ T

∂ V

)
S,qi

=

(
∂2 U

∂ V ∂ S

)
qi

,(
∂2H

∂ p ∂ S

)
qi

=

(
∂ T

∂ p

)
S,qi

=

(
∂ V

∂ S

)
p,qi

=

(
∂2H

∂ S ∂ p

)
qi

.

Полученные равенства связывают производные энтропии по давлению и объёму с термоди-
намическими коэффициентами, подобными (1.3.9),

αSV =

(
∂ V

∂ T

)
S,qi

= −
(
∂ S

∂ p

)
V,qi

, γSp =

(
∂ p

∂ T

)
S,qi

=

(
∂ S

∂ V

)
p,qi

. (2.1.7)

Это так называемые уравнения Максвелла, которые позволяют вычислять энтропию по тер-
модинамическим коэффициентам, измеренным в адиабатических процессах.

Функции Гельмгольца и Гиббса: определим новые функции состояния – свободные энер-
гии Гельмгольца (F ) и Гиббса (G)

F = U − TS, G = H − TS. (2.1.8)

Несложно показать, что эти функции также являются характеристическими – действительно,
используя (2.1.1) и (2.1.2), запишем дифференциалы свободных энергий

dF = −SdT − pdV +
∑

i

Pidqi − TdSi(Xi), (2.1.9)

dG = −SdT + V dp+
∑

i

Pidqi − TdSi(Xi). (2.1.10)

При фиксированных естественных переменных (T, V, qi для функции Гельмгольца, T, p, qi для
функции Гиббса) dF = −TdSi ≤ 0, dG = −TdSi ≤ 0. Свободные энергии Гельмгольца и
Гиббса непосредственно зависят от температуры и объёма (давления), что делает эти харак-
теристические функции особенно удобными для прямого вычисления.

Первые производные(
∂ F

∂ T

)
V,qi

= −S,
(
∂ F

∂ V

)
T,qi

= −p,
(
∂ F

∂ qi

)
T,V

= Pi, (2.1.11)(
∂ G

∂ T

)
p,qi

= −S,
(
∂ G

∂ p

)
T,qi

= V,

(
∂ G

∂ qi

)
T,p

= Pi (2.1.12)

– недостающие параметры состояния. Вторые производные(
∂2 F

∂ T 2

)
V,qi

= −cV
T
,

(
∂2 F

∂ V 2

)
T,qi

= −
(
∂ p

∂ V

)
T,qi

=
1

βTV
, (2.1.13)(

∂2G

∂ T 2

)
p,qi

= −cp
T
,

(
∂2G

∂ p2

)
T,qi

=

(
∂ V

∂ p

)
T,qi

= −βTV. (2.1.14)

Наконец, смешанные вторые производные приводят к ещё двум уравнениям Максвелла

γV p =

(
∂ p

∂ T

)
V,qi

=

(
∂ S

∂ V

)
T,qi

, αpV =

(
∂ V

∂ T

)
p,qi

= −
(
∂ S

∂ p

)
T,qi

. (2.1.15)
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Замечание: переход от внутренней энергии и энтальпии к свободным энергиям Гельм-
гольца и Гиббса осуществляется путём преобразования Лежандра, которое может быть
полезно и в других случаях. Действительно, если есть произвольная функция f = f(a, qi),

а
(
∂ f

∂ a

)
qi

= b, то g = f − ab = g(b, qi) зависит уже от b, но не от a, поскольку

(
∂ g

∂ a

)
qi

= b− b = 0,

(
∂ g

∂ b

)
qi

= a.

В этом случае a и b называют сопряжёнными переменными.
Для примера рассмотрим заряженную межфазную границу, параметрами состояния ко-

торой помимо T, V, p являются поверхностное натяжение σ (физический смысл этой величи-
ны обсуждается в 2.7.), площадь поверхности A, электростатический потенциал ϕ и заряд e.
δW = pdV − ϕde− σdA, поэтому

dG = −SdT + V dp+ ϕde+ σdA.

Перейдём к характеристической функции G∗ = G− e ϕ, для которой

dG∗ = −SdT + V dp− edϕ+σdA.

Равенство смешанных вторых производных означает, что

−
(
∂ e

∂ A

)
ϕ

=

(
∂ σ

∂ ϕ

)
A

⇒ −ρe =

(
∂ σ

∂ ϕ

)
A

,

где ρe – поверхностная плотность заряда. Это уравнение Липмана – простейшее из уравне-
ний, описывающих электрокапиллярные явления, то есть зависимость поверхностной энергии
от заряда поверхности.

Уравнения Гиббса-Гельмгольца: используя (2.1.11) и (2.1.12), перепишем определения
функций Гельмгольца и Гиббса (2.1.8)

F = U + T

(
∂ F

∂ T

)
V,qi

, G = H + T

(
∂ G

∂ T

)
p,qi

(2.1.16)

– это уравнения Гиббса-Гельмгольца, которые часто представляют в форме

∆F = ∆U + T

(
∂∆F

∂ T

)
V,qi

, ∆G = ∆H + T

(
∂∆G

∂ T

)
p,qi

,

соответствующей изменениям F и G в каком-либо процессе, или

U = F − T

(
∂ F

∂ T

)
V,qi

= −T 2

(
∂

∂ T

F

T

)
V,qi

, H = −T 2

(
∂

∂ T

G

T

)
p,qi

. (2.1.17)

Полученные дифференциальные уравнения позволяют вычислять функции Гельмгольца и
Гиббса по температурной зависимости теплового эффекта процесса (согласно (1.3.2) и (1.3.3)
изменение внутренней энергии/энтальпии равно взятому с обратным знаком тепловому эф-
фекту процесса при постоянном объёме/давлении).
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2.2. Устойчивость термодинамических равновесий

Определение: равновесие называют устойчивым, если система возвращается к нему
как при бесконечно малых, так и при конечных отклонениях параметров состояния от равно-
весных значений; равновесие называют метастабильным, если оно сохраняется при беско-
нечно малых отклонениях параметров состояния и может не сохраняться в случае конечных
отклонений; равновесие называют неустойчивым, если всякие отклонения параметров со-
стояния необратимо выводят систему из равновесия.

Рассмотрим изолированную систему, для которой, по определению, внутренняя энергия,
объём, qi постоянны. Соответственно, dSe = 0 (см. (1.5.5)), а по II началу термодинамики
dSi ≥ 0, то есть dS ≥ 0 – при самопроизвольных процессах энтропия изолированной системы
не может уменьшаться. Это означает, что равновесие изолированной системы соответствует
максимуму энтропии, заданному условиями δS = 0, δ2S < 0 – это условия устойчивого
равновесия в изолированной системе. При δ2S > 0 экстремум энтропии является её ми-
нимумом, а потому равновесие неустойчиво. Метастабильные равновесия соответствуют ло-
кальным максимумам энтропии; устойчивое равновесие – глобальному максимуму.

Условия равновесия в изолированной системе: пусть изолированная система состоит
из двух частей, тогда её внутренняя энергия, энтропия, объём и другие аддитивные параметры
состояния складываются

U = U1 + U2 = const, V = V1 + V2 = const, qi = qi,1 + qi,2 = const, S = S1 + S2.

Постоянство U, V, qi накладывает ограничения на вариации

δU2 = −δU1, δV2 = −δV1, δqi,2 = −δqi,1.

Вариации энтропии можно записать с помощью уравнения Гиббса (1.5.1)

T1δS1 = δU1 + p1δV1 −
∑

i

Pi,1δqi,1, T2δS2 = −δU2 − p2δV2 −
∑

i

Pi,2δqi,2.

Условие равновесия δS = 0 приводит к

δS = δS1 + δS2 = 0 ⇒
(

1

T1

− 1

T2

)
δU1 +

(
p1

T1

− p2

T2

)
δV1 −

∑
i

(
Pi,1

T1

− Pi,2

T2

)
δqi,1 = 0 ⇒

⇒ T1 = T2, p1 = p2, Pi,1 = Pi,2, (2.2.1)

где использована независимость вариаций δU1, δV1, δqi,1. Полученные равенства являются
условиями термического, механического равновесий и равновесия по внешним силам
соответственно.

Устойчивость равновесия в изолированной системе: условие устойчивости равновесия
изолированной системы можно получить, выписывая вторую вариацию энтропии. Пусть S =
S(x1, . . . xn); разложим S в ряд Тейлора в точке (x10, . . . xn0), соответствующей равновесию,

S = S0 +
∑

i

(
∂ S

∂ xi

)
(xi − xi) +

1

2

∑
i,j

(
∂2 S

∂ xi ∂ xj

)
(xi − xi0)(xj − xj0) + . . . .

При равновесии энтропия максимальна, а потому первые производные равны нулю – слага-
емых, линейных по xi, нет. По определению вторая вариация – удвоенное изменение S, квад-
ратичное по xi, то есть

δ2S =
∑
i,j

(
∂2 S

∂ xi ∂ xj

)
δxiδxj. (2.2.2)
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В соответствии с уравнением Гиббса (1.5.1)(
∂2 S

∂ U2

)
V,qi

=

(
∂

∂ U

1

T

)
V,qi

= − 1

cV T 2
,

(
∂2 S

∂ V 2

)
T,qi

=
1

T

(
∂ p

∂ V

)
T,qi

,

(
∂2 S

∂ U ∂ V

)
qi

= 0

(здесь подразумевается, что производная, взятая при постоянстве U , равна производной, взя-
той при постоянстве T ), поэтому для простых систем

δ2S = − 1

cV T 2
· δU2 +

1

T

(
∂ p

∂ V

)
T

δV 2 < 0 ⇒ cV > 0,

(
∂ p

∂ V

)
T

< 0 (βT > 0). (2.2.3)

Это условия термической и механической устойчивости изолированной системы.
Следствиями полученных условий являются ещё два. Найдём связь между cp и cV : в со-

ответствии с (1.6.1), (1.6.3) необходимо перейти от энтропии как функции объёма к энтропии
как функции давления, для чего логично использовать якобиан перехода. Будем кратко обо-

значать через
∂(u, v)

∂(v, y)
якобиан перехода от переменных x, y к переменным u, v

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ u

∂ x

∂ u

∂ y
∂ v

∂ x

∂ v

∂ y

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Тогда, используя свойства якобианов

∂(u, y)

∂(x, y)
=

(
∂ u

∂ x

)
y

,
∂(u, v)

∂(x, y)
= −∂(v, u)

∂(x, y)
, (2.2.4)

получим

cV = T

(
∂ S

∂ T

)
V

= T
∂(S, V )

∂(T, V )
= T

∂(S,V )
∂(T,p)

∂(T,V )
∂(T,p)

= T

(
∂ S
∂ T

)
p

(
∂ V
∂ p

)
T
−
(

∂ S
∂ p

)
T

(
∂ V
∂ T

)
p(

∂ V
∂ p

)
T

= cp − TV
α2

p

βT

,

где в последнем переходе использовано одно из равенств (2.1.7). Таким образом, (2.2.3) поз-
воляет получить неравенство

cp = cV + TV
α2

p

βT

> cV > 0 ⇒ cp > 0. (2.2.5)

Теперь воспользуемся свойствами якобианов для перехода от βS к βT :(
∂ V

∂ p

)
S

=
∂(V, S)

∂(p, S)
=

∂(V,S)
∂(V,T )

∂(p,S)
∂(p,T )

· ∂(V,T )
∂(p,T )

=

(
∂ S
∂ T

)
V(

∂ S
∂ T

)
p

(
∂ V

∂ p

)
T

⇒ βS =
cV
cp
βT > 0. (2.2.6)

Условия устойчивости изолированной системы (2.2.3), (2.2.5), (2.2.6) часто называют тер-
модинамическими неравенствами.

Если система не является изолированной, то условие равновесия необходимо записывать
как экстремум характеристических функций U,H, F или G в зависимости от того, какие па-
раметры состояния фиксированы. Например, при постоянных p и T в самопроизвольном про-
цессе dG ≤ 0, то есть равновесие соответствует минимуму свободной энергии Гиббса, а усло-
вия устойчивого равновесия принимают вид δG = 0, δ2G > 0. Впрочем, для того, чтобы
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не рассматривать много частных случаев, удобнее получить условия равновесия, исходя из
несколько других соображений.

Пусть система помещена в термостат, поддерживающий температуру T0 и давление p0 (ве-
личины с индексами 0 относятся к термостату). Если система не находится в равновесии с
термостатом, то последний изменяет её состояние, причём, согласно (1.3.2), изменение внут-
ренней энергии складывается из работы термостата и отданного им тепла

∆U = p0∆V0 − T0∆S0.

Учитывая, что V0 + V = const (то есть ∆V0 = −∆V ), а по II началу термодинамики ∆S0 +
+∆S ≥ 0, получим

∆U ≤ −p0∆V + T0∆S ⇒ ∆U − T0∆S + p0∆V ≤ 0, (2.2.7)

то есть в состоянии равновесия величина (U − T0S + p0V ) имеет минимум. Значит,

δ(U − T0S + p0V ) = 0, δ2(U − T0S + p0V ) > 0.

Раскладывая U(S, V ) в ряд Тейлора до слагаемых второго порядка, получим по аналогии с
(2.2.2)

δ2(U − T0S + p0V ) =
T

cV
· δS2 +

1

βSV
· δV 2 + 2

(
∂ T

∂ V

)
S

δSδV > 0, (2.2.8)

где использованы (2.1.5), (2.1.7). В соответствии с критерием Сильвестра полученная квад-
ратичная форма положительно определена в случае

T

cV
> 0,

T

cV

1

βSV
−
(
∂ T

∂ V

)2

S

> 0 ⇒ cV > 0, βS > 0. (2.2.9)

Для того, чтобы получить два других термодинамических неравенства, запишем второе
неравенство из (2.2.9) с помощью якобиана

∂(T,−p)
∂(S, V )

> 0 ⇒ ∂(T,−p)
∂(S, V )

=

∂(T,−p)
∂(T,V )

∂(S,V )
∂(T,V )

=
V TβT

cV
> 0 ⇒ βT > 0.

Наконец, из (2.2.5) следует, что cp > cV > 0.
Замечание: важно помнить о том, что термодинамические неравенства получены для про-

стых систем, то есть для того случая, когда внешние силы отсутствуют. При наличии внешних
сил термодинамические неравенства могут не выполняться.

Полезная литература:
1. Базаров И. П. Термодинамика. М.: Высшая школа, 1991. Главы 5, 6.
2. Кубо Р. Термодинамика. М.: Мир, 1970. Глава 3.
3. Пригожин И., Дефай Р. Химическая термодинамика. Н.: Наука, 1966. Глава 15.

2.3. Химические равновесия

Определение: зависимость характеристических функций от количества вещества описы-
вают с помощью обобщённой силы, называемой химическим потенциалом µ. Химический
потенциал i-го вещества в системе

µi =

(
∂ U

∂ ni

)
S,V

=

(
∂ H

∂ ni

)
S,p

=

(
∂ F

∂ ni

)
T,V

=

(
∂ G

∂ ni

)
T,p

, (2.3.1)
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где через ni обозначено количество i-го вещества.
Зависимость характеристических функций от количества вещества реализуется во всех

без исключения системах (в частности, простых), поэтому слагаемое µdn необходимо вклю-
чать в уравнения (2.1.1), (2.1.2), (2.1.9), (2.1.10) – до этого момента зависимость от коли-
чества вещества была опущена лишь для краткости записи. Теперь окончательно перепишем
дифференциалы четырёх основных характеристических функций при равновесных процессах
в простых системах

dU = TdS − pdV +
∑

i

µidni, dH = TdS + V dp+
∑

i

µidni,

dF = −SdT − pdV +
∑

i

µidni, dG = −SdT + V dp+
∑

i

µidni.
(2.3.2)

Все четыре уравнения часто называют уравнениями Гиббса.

Химическое равновесие: используя понятие химического потенциала, дополним условия
равновесия и устойчивости изолированных систем, рассмотренные в 2.2. Формально химиче-
ский потенциал является одной из обобщённых сил, поэтому по (2.2.1) для двух частей изоли-
рованной системы µi,1 = µi,2 – химический потенциал каждого из веществ одинаков во всех
частях системы.

Выпишем вторую вариацию энтропии: температура и давление не являются экстенсивны-
ми параметрами состояния, поэтому все смешанные вторые производные равны нулю; значит,

δ2S = − 1

cV T 2
· δU2 +

1

T

(
∂ p

∂ V

)
T

δV 2 − 1

T

∑
i

(
∂ µi

∂ ni

)
T,V

δn2
i < 0,

где учтено, что производные, взятые при постоянстве U и T , равны. Таким образом,(
∂ µi

∂ ni

)
T,V

> 0 (2.3.3)

– условие химической (диффузионной) устойчивости системы. Это условие позволяет
получить и некоторые другие неравенства для производных химического потенциала по ni:
используя (как и в 2.2.) якобианы, запишем

(
∂ µi

∂ ni

)
T,V

=

(
∂(µi, T )

∂(ni, T )

)
V

=

( ∂(µi,T )
∂(ni,S)

∂(ni,T )
∂(ni,S)

)
V

=

(
∂ µi

∂ ni

)
S,V
· T

cV

T
cV

=

(
∂ µi

∂ ni

)
S,V

> 0. (2.3.4)

Аналогично

(
∂ µi

∂ ni

)
S,V

=

(
∂(µi, V )

∂(ni, V )

)
S

=

( ∂(µi,V )
∂(ni,p)

∂(ni,V )
∂(ni,p)

)
S

=

(
∂ µi

∂ ni

)
S,p

(
∂ V
∂ p

)
S,ni

−
(

∂ µi

∂ p

)
S,ni

(
∂ V
∂ ni

)
S,p(

∂ V
∂ p

)
S,ni

=

=

(
∂ µi

∂ ni

)
S,p

− 1

V βS

(
∂ V

∂ ni

)2

S,p

⇒
(
∂ µi

∂ ni

)
S,p

>

(
∂ µi

∂ ni

)
T,V

> 0, (2.3.5)(
∂ µi

∂ ni

)
p,T

=

(
∂ µi

∂ ni

)
V,T

+
1

βTV

(
∂ V

∂ ni

)
p,T

> 0 (2.3.6)

где использованы равенства смешанных вторых производных H(
∂ µi

∂ p

)
S,ni

=

(
∂2H

∂ ni ∂ p

)
S

=

(
∂ V

∂ ni

)
S,p

,

(
∂ µi

∂ p

)
T,ni

=

(
∂ V

∂ ni

)
p,T

. (2.3.7)
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Замечание: условия химической устойчивости (в той же форме) могут быть получены и
для случая открытых систем по аналогии с тем, как это сделано в 2.2.

Определение: парциальным значением экстенсивной величины a называют производ-
ную по количеству вещества

ai =

(
∂ a

∂ ni

)
p,T

. (2.3.8)

В соответствии с этим определением µi = Gi. Мольным значением экстенсивной величины

a называют значение a, отнесённое к количеству вещества, am =
a

n
.

Замечание: важно помнить о том, что при вычислении парциальных значений производ-
ная всегда берётся при постоянстве давления и температуры, то есть, например,

Fi =

(
∂(G− pV )

∂ ni

)
p,T

= µi − pVi. (2.3.9)

Вычисление химического потенциала: используя (2.3.7), запишем (для одного веще-
ства) (

∂ µ

∂ p

)
T,n

= V ⇒ µ(T, p) = µ0(T ) +

p∫
p0

V dp, (2.3.10)

то есть при постоянной температуре зависимость химического потенциала от давления опре-
деляется характером V (p). Для идеального газа эта зависимость может быть определена из
(1.2.1)

V =
nRT

p
⇒ V =

RT

p
⇒ µ(T, p) = µ0(T ) +RT ln

p

p0
. (2.3.11)

Состояние с p = p0 называют стандартным.
В случае реальных систем зависимость химического потенциала от давления записывают

по аналогии с (2.3.11)

µ(p, T ) = µ0(T ) +RT ln
f

f 0
, (2.3.12)

где величину f = f(p, T ) называют фугитивностью (или летучестью) реального газа. В
случае жидкостей и твёрдых тел химический потенциал практически не зависит от давления,
а потому второе слагаемое можно просто не учитывать. Обычно за стандартное состояние
принимают p0 = 1 атм и f 0 = 1, то есть µ(p, T ) = µ0(T )+RT ln f, где f считают безразмерной
величиной, хотя ей, в принципе, можно приписать размерность давления.

В соответствии с определением фугитивности

V =

(
∂ µ

∂ p

)
T,n

=
RT

f

(
∂ f

∂ p

)
T,n

=
RTγ

f
, (2.3.13)

где последнее равенство записано для случая линейной зависимости f(p), а γ =
f

p
– коэф-

фициент активности. В том же случае линейной зависимости pV = RT, то есть уравнение
состояния реального газа с γ 6= γ(p) совпадает по форме с (1.2.1), но полный объём заменя-
ется на приведённый.

Термодинамика химической реакции: рассмотрим реакцию
∑
i

νiAi = 0, где νi – сте-

хиометрические коэффициенты (принятые положительными для продуктов реакции и отри-
цательными для реагентов). Изменения количествAi в ходе реакции взаимосвязаны, а потому
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протекание реакции можно характеризовать изменением всего одной переменной, называемой
химической (ξ). По определению ni = ni0 + νiξ, где ni0 – количество Ai до начала реакции.
Значит, δni = νiδξ, а, согласно (2.3.2),

δG = −SδT + V δp+

(∑
i

νiµi

)
δξ.

Если T и p постоянны, то, как было отмечено в 2.2., условием равновесия является δG = 0, то
есть

∑
i

νiµi = 0.

Определение: химическим сродством называют величину A = −
∑
i

νiµi; в соответствии

с (2.3.2) она может быть вычислена как производная теплового эффекта реакции по химиче-
ской переменной

A =

(
∂ QV

∂ ξ

)
S,V

=

(
∂ Qp

∂ ξ

)
S,p

, (2.3.14)

поскольку согласно (1.3.2), (1.3.3)QV = −∆U, Qp = −∆H. В состоянии равновесия A = 0.
Пусть в состоянии равновесия компоненты смеси имеют давления p̃i, тогда для идеальных

газов условие равновесия можно переписать в виде (полагаем p0 = 1)∑
i

νiµ
0
i +RT ln

(∏
i

p̃i
νi

)
= 0 ⇒ ∆rµ

0
T = −RT lnKp, Kp =

∏
i

p̃i
νi . (2.3.15)

Величину Kp (отношение давлений продуктов и реагентов, взятых в степенях, равных их сте-
хиометрическим коэффициентам) называют константой равновесия (записанной через
равновесные давления компонентов, что подчёркивает индекс p).

∆rµ
0
T =

∑
i

νiµ
0
i (T ) = ∆rG

0

T

– стандартное (то есть вычисленное при давлениях всех компонентов по 1 атм) изменение
парциальной энергии Гиббса в ходе реакции.

В случае реальных газов аналогичные соотношения можно получить для константы рав-
новесия, записанной через фугитивности,

Kf =
∏

i

f̃i
νi , ∆rG

0

T = −RT lnKf . (2.3.16)

Стандартные состояния для p0 = 1 и f 0 = 1 считают одинаковыми, поскольку в соответствии
с (2.3.13) зависимость f(p) может быть найдена при решении дифференциального уравнения,
а потому определена с точностью до аддитивной постоянной. Соотношения (2.3.15) и (2.3.16),
связывающие константу равновесия с изменением парциальной энергии Гиббса, называют за-
коном действующих масс.

Замечание: в случае жидкостей и твёрдых тел химический потенциал слабо зависит от
давления, поэтому при рассмотрении реакций с участием газов значения fi для конденсиро-
ванных фаз обычно принимают равными единице. Тем не менее, необходимо помнить о том,
что увеличение давления на несколько порядков существенно меняет химический потенциал
вещества во всех агрегатных состояниях, и для реакций, проводимых в условиях высокого
давления (p > 1 ГПа), принимать fi = 1 нельзя.

Изотерма химической реакции: если в системе ещё не достигнуто равновесие, то, ис-
пользуя (2.3.16), можно записать

−A = ∆rG =
∑

i

νiµi =
∑

i

νiµ
0
i +RT ln

(∏
i

f νi
i

)
= −RT lnKf +RT ln

(∏
i

f νi
i

)
(2.3.17)
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– это уравнение изотермы химической реакции.
При постоянных давлении и температуре δG = −Aδξ. В соответствии с принятыми для

стехиометрических коэффициентов знаками протеканию химической реакции отвечает δξ > 0.
С другой стороны, при самопроизвольном процессе δG ≤ 0, а потому A ≥ 0. Таким образом,
знак химического сродства (или ∆rG) определяет возможность самопроизвольного протека-
ния химической реакции. В случае A > 0 реакция возможна, а в случае A < 0 – невозможна
в отсутствие внешних воздействий.

Изобара и изохора химической реакции: для каждого из участвующих в реакции ве-
ществ продифференцируем второе уравнение (2.1.17) по ni, домножим на νi, сложим получен-
ные уравнения и подставим в качестве ∆rG

0

T (2.3.16). Тогда

∆rH
0

T = −T 2

(
∂

∂ T

∆rG
0

T

T

)
p

⇒
(
∂ lnKf

∂ T

)
p

=
∆rH

0

T

RT 2
(2.3.18)

– это уравнение изобары химической реакции (уравнение Вант-Гоффа).
Для того, чтобы получить уравнение изохоры химической реакции, воспользуемся (2.3.9):

−RT lnKf = ∆rµ
0
T = ∆rF

0

T + p
∑

i

νiV i.

Преобразуя первое уравнение (2.1.17) аналогично предыдущему случаю, получим

∆rU
0

T = −T 2

(
∂

∂ T

∆rF
0

T

T

)
V

⇒
(
∂ lnKf

∂ T

)
V

=
∆rU

0

T

RT 2
(2.3.19)

– уравнение изохоры химической реакции.

Замечание: в химической термодинамике вместо свободной энергии Гиббса часто исполь-
зуют приведённую энергию Гиббса

Φ0
T = −G

0
T −H0

0

T
= −H

0
T −H0

0

T
+ S0

T = − 1

T

T∫
0

cpdT +

T∫
0

cp
T
dT, (2.3.20)

которая, в отличие от G, может быть вычислена по температурной зависимости теплоёмкости
(см. (1.6.3), (1.3.5), III начало термодинамики). Согласно (2.3.16) связь между изменением
приведённой энергии Гиббса и константой равновесия задана уравнениями

−RT lnKf = −T∆rΦ
0

T + ∆rH
0

0 ⇒ ∆rΦ
0

T = R lnKf +
∆rH

0

0

T
. (2.3.21)

Часто приведённую энергию Гиббса рассчитывают относительно T = 298 K, а не T = 0 К.

Полезная литература:
1. Физическая химия под ред. Б. П. Никольского. Л.: Химия, 1987. Глава 6.
2. Физическая химия под ред. К. С. Краснова. М.: Высшая школа, 2001. Главы 8–10.
3. Пригожин И., Дефай Р. Химическая термодинамика. Н.: Наука, 1966. Главы 4–11.

2.4. Термодинамика растворов

Определение: гетерогенной системой называют находящуюся в равновесии систему,
которая состоит из гомогенных частей, отделённых друг от друга поверхностями раздела, при-
чём при переходе через каждую поверхность раздела хотя бы один параметр состояния систе-
мы изменяется скачком. Фазой называют гомогенную часть гетерогенной системы.
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Определение: однородной функцией n-го порядка называют функцию, значение ко-
торой увеличивается в kn раз при увеличении аргумента в k раз (то есть f(kx) = knf(x) для
всех k ∈ R).

Теорема Эйлера: для однородных функций первого порядка

f(x1, . . . xn) =
n∑

i=1

∂ f

∂ xi

· xi (2.4.1)

(в том случае, когда f однородна только по некоторым переменным xik , суммирование прово-
дят по ik).

Действительно, пусть f(kx1, . . . kxn) = kf(x1, . . . xn); продифференцируем это соотноше-
ние по параметру k, тогда

f(x1, . . . xn) =
∂ f

∂ x1

· x1 + . . .+
∂ f

∂ xn

· xn =
∑

i

∂ f

∂ xi

· xi,

что и требовалось доказать.
Уравнение Гиббса-Дюгема: пусть Φ – произвольная величина, зависящая от интенсив-

ных переменных и ni. Тогда при фиксированных интенсивных переменных Φ является одно-
родной функцией первого порядка по ni, и к ней может быть применена теорема Эйлера.

Φ =
∑

i

(
∂ Φ

∂ ni

)
X

ni ⇒ (dΦ)X =
∑

i

(
∂ Φ

∂ ni

)
X

dni +
∑

i

ni · d
(
∂ Φ

∂ ni

)
X

, (2.4.2)

где X обозначает интенсивные переменные. С другой стороны,

(dΦ)X =
∑

i

(
∂ Φ

∂ ni

)
X

dni ⇒
∑

i

ni · d
(
∂ Φ

∂ ni

)
X

= 0 (2.4.3)

– уравнение Гиббса-Дюгема. В частности, при X = p, T
∑
i

nidΦi = 0.

Определение: раствором называют фазу переменного состава.
Способы выражения состава раствора: обычно используют величины

xi =
ni∑
i

ni

, Wi =
mi∑
i

mi

, ϕi =
Vi

V
, ci =

ni

V
, mi =

ni

msolv

, (2.4.4)

где xi – мольная доля, Wi – массовая доля, ϕi – объёмная доля, ci – молярная концен-
трация, mi – моляльность (количество растворённого вещества в 1 кг растворителя).

Определение: для произвольной термодинамической величины Φ функцией смешения Φ
называют величину

∆sΦ = Φ−
∑

i

Φini, (2.4.5)

где Φi – значение Φ для 1 моль чистого i-го компонента. В случае теплоты растворения (∆sH,
∆sU) разделяют интегральную и дифференциальную величины: интегральная теплота
растворения – изменение энтальпии (внутренней энергии) при растворении 1 моля веще-
ства в некотором объёме растворителя. Дифференциальная теплота растворения – из-
менение тех же величин при растворении 1 моля вещества в бесконечно большом количестве
раствора данной концентрации. Интегральная и дифференциальная величины будут, очевид-
но, иметь различную зависимость от количества растворённого вещества. Часто используют
не теплоты растворения, а теплоты разбавления (∆dH, ∆dU), то есть изменение энтальпии
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(внутренней энергии) при разбавлении раствора, содержащего 1 моль растворённого веще-
ства, до бесконечно малой концентрации (интегральная теплота разведения) и энталь-
пию (внутреннюю энергию) добавления 1 моль растворителя к бесконечно большому объёму
раствора (дифференциальная теплота разведения).

Определение парциальных значений: для оценки возможности образования раство-
ра необходимо определить знак ∆sG (при самопроизвольных процессах ∆G ≤ 0, см. 2.2.),
то есть определить парциальные величины Gi. Существует несколько способов определения
парциальных величин. Рассмотрим их на примере бинарных растворов. В методе касатель-
ных строят зависимость самой величины от количества растворённого вещества при постоян-
стве p и T , после чего парциальное значение определяют по углу наклона касательной к гра-
фику. Парциальное значение по второму компоненту можно определить из уравнения Гиббса-
Дюгема (2.4.3); заменяя ni на мольные доли, получим

x1dG1 + x2dG2 = 0 ⇒ dG2 = −x1

x2

· dG1 ⇒ G2
′′ = G2

′ −
G1

′′∫
G1

′

x1

x2

dG1.

В методе отрезков определяют зависимость
величины Φ от мольной доли одного из компонен-
тов; в этом случае касательная к графику такой зави-
симости отсекает на осях ординат (см. рисунок) от-
резки, равные парциальным значениям по соответ-
ствующему компоненту. Действительно, OK = Φ,

LK = −x1 ·
(
∂ Φ

∂ x1

)
p,T

(точка O соответствует Φ = 0,

а знак "минус" для LK связан с тем, что производ-
ная отрицательна). Производную вычислим с помо-
щью (2.4.2), отнеся Φ к величине (n1+n2) и учитывая,
что x2 = 1− x1:

Φ = x1Φ1 + x2Φ2 ⇒
(
∂ Φ

∂ x1

)
p,T

= Φ1 − Φ2 + x1 ·
∂ Φ1

∂ x1

+ x2 ·
∂ Φ2

∂ x2

.

Последние два слагаемых в сумме дают ноль, поскольку x1dΦ1 + x2dΦ2 = 0; значит,

OL = OK + LK = Φ− x1

(
∂ Φ

∂ x1

)
p,T

= x1Φ1 + x2Φ2 − x1Φ1 + x1Φ2 = Φ2,

что и требовалось доказать. В том случае, когда точка L лежит ниже точкиK,OL = OL−LK,

а производная
(
∂ Φ

∂ x1

)
p,T

берётся со знаком "плюс".

Определение: раствор называют идеальным, если химические потенциалы его компонен-
тов могут быть записаны как

µi(p, T, xi) = µ
(pure)
i (T ) +RT lnxi, (2.4.6)

где µ(pure)
i (T ) – химический потенциал чистого компонента при температуре T .

Пусть идеальный раствор находится в равновесии с паром; условием такого равновесия
будет равенство химических потенциалов каждого из компонентов в паре и растворе (см. 2.3.).
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Если давление пара i-го компонента над раствором равно pi, а насыщенного пара чистого
растворителя при той же температуре – p0

i , то

µi,g(pi, T ) = µ0
i (T ) +RT ln pi, µi,l(pi, T ) = µ

(pure)
i (T ) +RT lnxi =

= µ0
i (T ) +RT ln p0

i +RT lnxi. µi,g = µi,l ⇒ pi = xip
0
i , (2.4.7)

поскольку чистый i-й компонент находится в равновесии со своим насыщенным паром, и
их химические потенциалы равны. Предполагается, что все пары являются идеальными га-
зами, а потому возможно использование соотношения (2.3.11) для химического потенциала.
Полученную линейную связь между давлением пара над раствором и мольной долей компо-
нента называют законом Рауля. Если растворяемым веществом является газ, то его рас-
творимость пропорциональна давлению (закон Генри). Наконец, если растворяемое веще-
ство имеет очень низкое давление насыщенного пара, то давление над раствором понижа-
ется по сравнению с давлением насыщенного пара над чистым растворителем на величину
p0

i − pi = (1− xi)p
0
i .

µ
(pure)
i (T ) – энергия Гиббса 1 моль чистого компонента, а потому, используя (2.4.6) и (2.4.2),

можно вычислить энергию Гиббса смешения для идеального раствора (в расчёте на
∑
i

ni = 1):

∆sG =
∑

i

xiRT lnxi ⇒ ∆sSideal = −
(
∂∆sG

∂ T

)
p,xi

= −R
∑

i

xi lnxi,

∆sHideal = ∆sG+ T∆sS = 0,

(2.4.8)

то есть для идеального раствора энтальпия смешения равна нулю, а энтропия смешения вы-
ражается простым соотношением, которое иногда называют формулой Гиббса.

Реальные растворы: по аналогии с (2.4.6) химический потенциал i-го компонента реаль-
ного раствора записывают как

µi(p, T, xi) = µ0
i (T ) +RT ln ai, (2.4.9)

где ai(p, T, xi) – активность вещества в растворе. Как и в случае фугитивностей (см. 2.3.)

величину γi =
ai

xi

называют коэффициентом активности.

Системы стандартизации: в (2.4.9) µ0
i (T ) – химический потенциал i-го компонента в

стандартных условиях, которые, вообще говоря, могут выбраны разными способами. При оп-
ределении химических потенциалов в идеальных растворах (2.4.6) считалось, что стандартное
состояние – состояние чистого компонента при данной температуре. Такую систему стандар-
тизации называют симметричной и обычно используют при рассмотрении систем с неогра-
ниченной смешиваемостью компонентов. Если компоненты смешиваются ограниченно, то раз-
деляют растворитель, стандартное состояние которого – то же, что и в случае симметричной
системы стандартизации, и растворённые вещества, за стандартные состояния которых при-
нимают раствор с активностями этих веществ, равными единице. Это несимметричная си-
стема стандартизации химических потенциалов растворов.

Определение: в термодинамике растворов избыточным значением ∆sΦ
E функции сме-

шения ∆sΦ называют разность значений ∆sΦ для реального и идеального растворов

∆sΦ
E = ∆sΦ−∆sΦideal. (2.4.10)

Определение: раствор называют регулярным, если для него энтропия смешения совпа-
дает с энтропией смешения идеального раствора (2.4.8), а энтальпия смешения отлична от

27



нуля. Учитывая (2.4.9), (2.4.5) и принимая симметричную систему стандартизации, получим

∆sG =
∑

i

xiRT ln ai = RT
∑

i

xi ln γi +RT
∑

i

xi lnxi = ∆sHregular −RT
∑

i

xi lnxi ⇒

⇒ ∆sHregular = ∆sH
E
regular = RT

∑
i

xi ln γi, ∆sS
E
regular = 0. (2.4.11)

Определение: раствор называют атермальным, если для него энтальпия смешения рав-
на нулю, а энтропия смешения отлична от значения (2.4.8) для идеального раствора. Анало-
гично предыдущему случаю

∆sG = RT
∑

i

xi ln(γixi) ⇒ ∆sSathermal = −R
∑

i

xi ln(γixi),

∆sS
E
athermal = −R

∑
i

xi ln γi, ∆sH
E
athermal = 0.

(2.4.12)

Коллигативные свойства растворов – это те свойства, которые в случае идеальных рас-
творов определяются числом частиц растворённого вещества. К таким свойствам относят по-
нижение давления пара, осмотическое давление, эбулиоскопические и криоскопические явле-
ния. Для реальных растворов число частиц (мольную долю) заменяют на активность, а пото-
му коллигативные свойства позволяют определять активность вещества в растворе и находят
широкое применение при изучении термодинамики растворов.

Понижение давления пара: заменяя в (2.4.7) xi на ai, получим ∆p = (1− ai)p
0
i .

Осмотическое давление: пусть две части сосуда разделены мембраной, проницаемой для
растворителя, но не проницаемой для растворённого вещества. Для простоты рассмотрим
двухкомпонентную систему, причём в одной части сосуда находится чистый растворитель, а
в другой – раствор с мольной долей растворённого вещества x. В состоянии равновесия хи-
мические потенциалы растворителя по обе стороны мембраны равны, однако для чистого рас-
творителя µ1 = µ0

1(T ), а для растворителя в растворе µ2 = µ0
1(T ) + RT ln asolv. Потенциалы

уравниваются за счёт изменения давления в одной из частей сосуда. Действительно, считая,
что давление в части сосуда, содержащей раствор, равно p и используя (2.3.7), получим

µ1 = µ0
1(T ) +

p+π∫
p

V dp = µ0
1(T ) +RT ln asolv,

где π – дополнительное (осмотическое) давление, возникающее для того, чтобы скомпенси-
ровать разницу химических потенциалов растворителя в двух частях сосуда. Если V 6= V (p),
то

V · π = RT ln asolv ⇒ π =
RT

V
ln asolv. (2.4.13)

Для идеальных растворов asolv = 1− x (x – мольная доля растворённого вещества), поэтому
при малых x ln(1− x) ≈ −x, и

π = −xRT
V

≈ −cRT, (2.4.14)

где знак "минус" означает, что давление в той части сосуда, которая содержит раствор, боль-
ше, чем в той части, которая содержит растворитель. (2.4.14) называют уравнением Вант-
Гоффа. Для реальных растворов часто записывают похожее уравнение π = −icRT, где i –
изотонический коэффициент, характеризующий отклонение раствора от идеальности.

Криоскопия – изменение температуры кристаллизации раствора по сравнению с чистым
растворителем. Пусть T 0

cr – температура кристаллизации чистого растворителя, а Tcr – тем-
пература кристаллизации раствора. При кристаллизации в равновесии находятся две фазы –
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жидкая и твёрдая, а потому при температуре кристаллизации химические потенциалы раство-
рителя в жидкой и твёрдой фазах равны. Раскладывая µl и µs в ряд Тейлора в точке T = T 0

cr

до слагаемых первого порядка, получим

µs(Tcr) ≈ µs(T
0
cr) +

(
∂ µs

∂ T

)
p,x

∣∣∣∣∣
T=T 0

cr

(Tcr − T 0
cr),

µl(Tcr) ≈ µl(T
0
cr) +RTcr ln asolv +

(
∂ µl

∂ T

)
p,x

∣∣∣∣∣
T=T 0

cr

(Tcr − T 0
cr).

Используя равенство смешанных вторых производных функции Гиббса, перепишем(
∂ µ

∂ T

)
p,ni

= −
(
∂ S

∂ ni

)
p,T

⇒ µs(Tcr) = µs(T
0
cr)−Ss∆T, µl(Tcr) = µl(T

0
cr)+RT ln asolv−Sl∆T,

где ∆T = Tcr − T 0
cr. При кристаллизации чистого растворителя химические потенциалы жид-

кой и твёрдой фаз равны, поэтому µs(T
0
cr) = µl(T

0
cr), и из µs(Tcr) = µl(Tcr) следует, что

RTcr ln asolv = (Sl − Ss)∆T ⇒ ∆T =
RTcr

∆mS
· ln asolv,

где ∆mS – изменение парциального значения энтропии при плавлении.
При плавлении (кристаллизации) химические потенциалы твёрдой и жидкой фаз равны,

поэтому для чистого вещества

µl = µs ⇒ H l − TSl = Hs − TSs ⇒ ∆mH = T∆mS. (2.4.15)

Таким образом,

∆T =
RTcrT

0
cr

∆mH
· ln asolv. (2.4.16)

Для идеального раствора вновь asolv = 1− x, ln asolv ≈ −x, и

∆T = −RTcrT
0
crx

∆mH
≈ −xR(T 0

cr)
2

∆mH
≈ Km, K = −R(T 0

cr)
2Msolv

∆mH
(2.4.17)

– криоскопическая постоянная, m – моляльность, Msolv – молярная масса растворителя.
Отклонение раствора от идеальности вновь можно характеризовать изотоническим коэффи-
циентом i: ∆T = iKm. Заметим, что плавление является эндотермическим процессом, по-
этому ∆mH > 0, и ∆T < 0 – температура кристаллизации идеального раствора ниже, чем
температура кристаллизации чистого растворителя.

Эбулиоскопия – изменение температуры кипения раствора по сравнению с чистым рас-
творителем. Действуя по аналогии со случаем криоскопии, приравняем химические потенци-
алы растворителя в растворе и газовой фазе. Будем считать, что растворимое вещество не
является летучим, а потому в газовой фазе находятся только пары растворителя. При тем-
пературе кипения давление пара равно внешнему давлению p, то есть оно не зависит от того,
рассматривается чистый растворитель или раствор. Вновь раскладывая химические потенци-
алы в ряд Тейлора, получим, что при кипении раствора

µl(Tb) = µl(T
0
b )− Sl∆T +RTb ln asolv = µg(Tb) = µg(T

0
b )− Sg∆T ⇒ ∆T = −RTb

∆bS
· ln asolv,

где T 0
b – температура кипения чистого растворителя, Tb – температура кипения раствора,

∆T = Tb − T 0
b . Значит,

∆T = −RTbT
0
b

∆bH
· ln asolv. (2.4.18)
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Для идеального раствора

∆T ≈ RTbT
0
b x

∆bH
≈ xR(T 0

b )2

∆bH
≈ Em, E =

R(T 0
b )2Msolv

∆bH
(2.4.19)

– эбулиоскопическая постоянная. Для реальных растворов ∆T = iEm. Наконец, кипение
также является эндотермическим процессом, поэтому ∆bH > 0, и для идеальных растворов
∆T > 0 – температура кипения раствора выше, чем температура кипения чистого раствори-
теля.

Замечание: активность растворённого вещества может быть определена по активности
растворителя с помощью уравнения Гиббса-Дюгема (2.4.3) (где ni заменены на мольные доли)
и определения (2.4.9)

x1dµ1 + x2dµ2 = 0 ⇒ x1 ·
da1

a1

+ x2 ·
da2

a2

= 0 ⇒ da1 = −a1x2

a2x1

· da2.

Полезная литература:
1. Физическая химия под ред. Б. П. Никольского. Л.: Химия, 1987. V.1, V.2.
2. Физическая химия под ред. К. С. Краснова. М.: Высшая школа, 2001. Глава 12.
3. Пригожин И., Дефай Р. Химическая термодинамика. Наука, 1966. Главы 20, 24, 25.

2.5. Фазовые равновесия

Определение: компонентами системы называют отличные от температуры, давления и
внешних полей независимые переменные, описывающие состояние системы. Соответственно,
число компонентов – наименьшее число переменных, с помощью которых (а также T , p и
внешних полей) можно описать систему. Обычно число компонентов можно определить как
разность числа присутствующих в системе химических веществ и числа уравнений реакций,
протекающих между этими веществами. Вариантностью системы называют числоX = K+
2+q, гдеK – число компонентов, а q – количество независимых внешних полей; вариантность
равна числу независимых переменных, определяющих состояние системы.

Определение: числом степеней свободы системы называют максимальное количество
независимых переменных, изменение которых не приводит к изменению числа и состава на-
ходящихся в системе фаз.

Уравнение фазы: для простой системы все естественные переменные внутренней энергии
являются экстенсивными величинами, поэтому, используя теорему Эйлера (2.4.1), по анало-
гии с уравнением Гиббса-Дюгема (2.4.3) получим

U = TS − pV +
∑

i

µini ⇒ SdT − V dp+
∑

i

nidµi = 0 (2.5.1)

– уравнение фазы.
Правило фаз Гиббса: в состоянии равновесия химические потенциалы каждого из ве-

ществ равны во всех фазах; кроме того, при наличии химических реакций дополнительные
условия накладывают соотношения A = 0 (см. 2.3.). Значит, в многофазной системе есть
всего K независимых химических потенциалов (K – число компонентов). Таким образом, в
качестве (K + 2 + q) независимых переменных, описывающих систему, могут быть выбраны
температура, давление, внешние поля и химические потенциалыK веществ. Если система со-
стоит из P фаз, то на эти переменные наложены P условий – уравнения фаз. Значит, число
независимых переменных (число степеней свободы) F = K + 2 + q − P – так называемое
правило фаз Гиббса, которое обычно выписывают для случая простых систем

F = K + 2− P. (2.5.2)
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F ≥ 0, поэтому P ≤ K + 2.

В принципе, для исследования фазового равновесия достаточно записать уравнения фаз
и условия равновесия фаз, после чего решить полученную систему уравнений. Такой под-
ход, однако, крайне неудобен, поскольку далеко не всегда известны аналитические выраже-
ния для химических потенциалов. Обычно при рассмотрении фазовых равновесий используют
диаграммный метод (метод фазовых диаграмм), показывающий фазовый состав систе-
мы при различных значениях параметров состояния. Фазовые диаграммы легко построить на
основе экспериментальных данных – достаточно изучить фазовый состав системы в различ-
ных её состояниях.

Определение: точки фазовых диаграмм, в которых F = 0, называют нонвариантными,
F = 1 – одновариантными, и т. д. Точки, в которых составы нескольких фаз совпадают, мо-
гут быть точками равных концентраций (совпадают только составы фаз), критическими
(все свойства фаз одинаковы), сингулярными (F > 0).

Особенностью критических точек является потеря однофазной системой термодинамиче-
ской устойчивости, поскольку состояния, в которых сосуществуют идентичные фазы, могут
возникнуть лишь в момент фазового разделения в однофазной системе. Таким образом, в кри-
тических точках нарушается хотя бы одно из термодинамических неравенств (2.2.3), (2.2.5),
(2.2.6), (2.3.3), (2.3.5), (2.3.6). Рассмотрим эту ситуацию подробнее: пусть, например, нару-

шается условие βT > 0, то есть
(
∂ p

∂ V

)
T,ni

= 0. Согласно (2.2.7) в состоянии равновесия

величина (U − T0S + p0V ) имеет минимум, а потому δ2(U − T0S + p0V ) ≥ 0 – в 2.2. для про-
стоты рассматривалось только строгое неравенство, однако вторая вариация может быть и
равна нулю: именно этот случай реализуется в критических точках. Действительно, выписы-
вая условие положительности (или равенства нулю) квадратичной формы (2.2.8), получим

1

βSV
≥ 0,

T

cV
· 1

βSV
−
(
∂ T

∂ V

)2

S,ni

≥ 0.

Согласно (2.2.6) при β−1
T = 0 β−1

S = 0, то есть во втором неравенстве возможен только
знак равенства, причём (

∂2 U

∂ S ∂ V

)
ni

=

(
∂ T

∂ V

)
S,ni

= 0.

Значит,

0 = δ2(U − T0S + p0V ) =

(
∂2 U

∂ S2

)
V,ni

(δS)2 + 2

(
∂2 U

∂ S ∂ V

)
ni

δSδV +

(
∂2 U

∂ V 2

)
S,ni

(δV )2 =

=
1(

∂2 U
∂ S2

)
V,ni

((
∂2 U

∂ S2

)
V,ni

δS +

(
∂2 U

∂ S ∂ V

)
ni

δV

)2

=
1(

∂2 U
∂ S2

)
V,ni

(
δ

(
∂ U

∂ S

))2

=
cV
T
· (δT )2,

а потому δT = 0 – вторая вариация может быть равна нулю только при постоянной темпера-
туре.

При отклонении системы от равновесия δ(U−T0S+p0V ) > 0; если температура постоянна,
то это условие эквивалентно δF + pδV > 0. Раскладывая F = F (V ) в ряд Тейлора, получим

δF = −pδV −
(
∂ p

∂ V

)
T,ni

(δV )2 −
(
∂2 p

∂ V 2

)
T,ni

(δV )3 −
(
∂3 p

∂ V 3

)
T,ni

(δV )4 − . . . ,

то есть условие δF + pδV > 0 эквивалентно условию(
∂2 p

∂ V 2

)
T,ni

(δV )3 +

(
∂3 p

∂ V 3

)
T,ni

(δV )4 + . . . < 0,
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которое должно выполняться при всех δV . Значит,(
∂2 p

∂ V 2

)
T,ni

= 0,

(
∂3 p

∂ V 3

)
T,ni

< 0. (2.5.3)

Равенство нулю второй производной, условие потери механической устойчивости и уравнение
состояния системы однозначно задают критические точки. Аналогичные соотношения (равен-
ство нулю второй производной и неравенство на третью) могут быть получены и для других
переменных – обычно µi и ni (или xi).

Определение: бинодалью называют линию, разделяющую области устойчивого и мета-
стабильного равновесия однофазной системы; спинодалью называют линию, разделяющую
области метастабильного и неустойчивого равновесия однофазной системы. Таким образом,
и бинодаль, и спинодаль являются линиями расслоения, однако смысл этих линий различен.
Если изменить состояние однофазной системы так, что кривая соответствующего процесса
пересечёт бинодаль, то система останется однофазной, хотя это состояние уже не будет отве-
чать глобальному максимуму энтропии. Если же кривая пересечёт не только бинодаль, но и
спинодаль, то однофазное состояние станет неустойчивым, и малейшие флуктуации приведут
к расслоению системы на две фазы.

Рассмотрим бинодаль и спинодаль на примере газа Ван-дер-Ваальса. Изотерма, постро-
енная в соответствии с уравнением состояния (1.2.2), показана на левом рисунке чёрным. Уча-
сток bc этой изотермы соответствует βT < 0, то есть на этом участке система не может быть
однофазной – другими словами, b и c – точки пересечения изотермы со спинодалью (зелёная

линия на рисунке): линией, заданной условием,
(
∂ p

∂ V

)
T,ni

= 0. Линия равновесия жидкость–

пар (твёрдое тело–пар) показана на рисунке коричневым – это бинодаль, уравнение которой
можно определить по уравнению Клайперона-Клаузиуса (2.5.4) и уравнению состояния ве-
щества. Бинодаль и спинодаль сходятся в критической точке. Реальная изотерма газа Ван-
дер-Ваальса, учитывающая расслоение, показана на правом рисунке: участок ad, лежащий
внутри бинодали, является горизонтальным, поскольку он отвечает двухфазному равновесию
жидкость–пар.

Замечание: площади областей, выделенных на левом рисунке серым, равны. Действи-
тельно, участок изотермы внутри бинодали соответствует двухфазному равновесию, причём

химические потенциалы фаз равны. Значит,
d∫
a

dµ = 0. С другой стороны, при постоянной тем-

пературе dµ = V dp (см. (2.3.7)), то есть
d∫
a

V dp = 0, что означает искомое равенство площадей.

Это так называемое правило Максвелла.
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Фазовые диаграммы однокомпонентных систем: подставляя K = 1 в (2.5.2), получим
F = 3− P, то есть P ≤ 3, F ≤ 2 – для построения фазовой диаграммы достаточно использо-
вать две координаты; например, давление и температуру. Очевидно, что однофазному состоя-
нию системы на диаграмме соответствуют области (F = 2), двухфазному – линии (F = 1), а
трёхфазному – точки (F = 0).

Типичный вид фазовой диаграммы однокомпонентной системы показан на левом рисун-
ке. Нонвариантная точка в данном случае называется тройной – здесь вещество существу-
ет во всех трёх возможных агрегатных состояниях: твёрдом (S), жидком (L) и газообразном
(V ). Пунктирная линия соответствует метастабильному состоянию переохлажденной жидко-
сти. Линия двухфазного равновесия жидкость–пар заканчивается в критической точке.

Определим положения линий двухфазного равновесия: запишем для двух фаз, находящих-
ся в равновесии, уравнения Гиббса (2.3.2)

dGI = −SIdT + V Idp+ µIdn, dGII = −SIIdT + V IIdp+ µIIdn.

Вычитая из первого уравнения второе и учитывая, что в состоянии равновесия µI = µII ,
dGI = dGII = 0, получим

0 = (−SI + SII)dT + (V I − V II)dp⇒ dp

dT
=

∆tS

∆tV
=

∆tH

Tt ·∆tV
, (2.5.4)

где ∆t обозначает изменения термодинамических величин при фазовом переходе, Tt – темпе-
ратуру перехода, а также использовано (2.4.15) (записанное через интегральные значения H
и S, поскольку в однокомпонентных системах энтальпия и энтропия пропорциональны коли-
честву вещества). Полученное соотношение называют уравнением Клайперона-Клаузиуса.

При переходах твёрдое тело–пар, жидкость–пар ∆tH > 0, ∆tV > 0, а потому соот-
ветствующие линии двухфазного равновесия имеют "положительный" наклон. Для перехода
твёрдое тело–жидкость ∆tV ≈ 0, из-за чего линия SL идёт почти вертикально; её наклон
зависит от природы вещества – парциальных объёмов жидкой и твёрдой фаз.

Если в фазовом равновесии участвует пар, то для него можно использовать модель иде-
ального газа; тогда ∆tV ≈ V , и с помощью (1.2.1) получим (при n = 1)

dp

dT
=

∆tH

V T
=
p ·∆tH

RT 2
⇒ d ln p

dT
=

∆tH

RT 2
⇔ d ln p

d
(

1
T

) = −∆tH

R
. (2.5.5)

В частности, если ∆tH слабо зависит от температуры, то изменение давления насыщенного
пара может быть описано экспонентой обратной температуры.

Диаграмма с одной тройной точкой является простейшим случаем фазовой диаграммы од-
нокомпонентной системы. Вид диаграммы существенно усложняется в том случае, когда ве-
щество имеет несколько модификаций в твёрдой фазе, – например, у льда таких модификаций
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семь. Не останавливаясь, однако, на сложных случаях, отметим лишь случай двух модифика-
ций, характерный для серы. Фазовая диаграмма серы показана на правом рисунке: здесь нон-
вариантных (тройных) точек три, а все линии двухфазного равновесия вновь заданы уравнени-
ем Клайперона-Клаузиуса (2.5.4). Третья модификация серы – пластическая сера – является
аморфной, то есть термодинамически неустойчивой, разупорядоченной, и не может участво-
вать в фазовых равновесиях.

Фазовые диаграммы двухкомпонентных систем: подставляя в (2.5.2) K = 2, найдём
F = 4−P, то есть P ≤ 4, F ≤ 3 – для описания системы необходимо использовать три неза-
висимые переменные. В качестве таких переменных удобно выбрать температуру, давление и
состав, изображая состояние системы на трёхмерной p−T −x диаграмме. Однофазному рав-
новесию отвечают области на диаграмме, двухфазному – поверхности, трёхфазному – линии,
четырёхфазному – точки (называемые иногда четверными).

Изображать на бумаге трёхмерную диаграмму неудобно, поэтому в подавляющем боль-
шинстве случаев используют проекции или сечения такой диаграммы. Проекция даёт исчер-
пывающую информацию о линиях трёхфазного равновесия и точках четырёхфазного равнове-
сия, однако не позволяет судить о тех состояниях системы, в которых она содержит одну или
две фазы – областям на проекции нельзя сопоставить какие-либо определённые фазы (часто
говорят, что на проекциях нельзя обозначить фазовые поля). Этого недостатка лишены се-
чения, которые, в то же время, дают информацию лишь о состояниях с заданным значением
одного из параметров (p, T, x). Техника построения проекций и сечений по трёхмерной диа-
грамме, а также перехода от проекций к сечениям, и наоборот, довольно проста и скучна, хотя,
в то же время, крайне утомительна. Далее будут перечислены (и проиллюстрированы изобра-
жениями T − x или p − x сечений) некоторые, наиболее распространённые случаи фазовых
диаграмм двухкомпонентных систем.

Кипение при неограниченном смешении: этот случай имеет большое практическое зна-
чение, поскольку знание диаграмм кипения необходимо для правильного проведения процес-
сов дистилляции и ректификации. Основные закономерности кипения двухкомпонентных си-
стем описываются законами Гиббса-Коновалова

1. Насыщенный пар обогащён тем компонентом, прибавление которого увеличивает общее
давление в системе.

2. В точках экстремумов общего давления составы жидкости и пара совпадают.
3. При постоянных температуре и давлении составы жидкой и газовой фаз изменяются

симбатно.
Для того, чтобы доказать эти законы, обозначим через p общее давление пара над раство-

ром, а через yi =
pi

p
– мольные доли компонентов в паре. Химические потенциалы компонен-

тов в растворе подчиняются уравнению Гиббса-Дюгема (2.4.3), а потому (используем запись
через мольные доли)

x1dµ1,l + x2dµ2,l = 0 ⇒ x1dµ1,g + x2dµ2,g = 0,

где переход ко второму равенству связан с тем, что в состоянии равновесия химические потен-
циалы каждого из компонентов равны во всех фазах (см. 2.3.). Считая пар смесью идеальных
газов и подставляя химические потенциалы из (2.3.11), получим

x1d ln p1 + x2d ln p2 = 0 (2.5.6)

– уравнение Дюгема-Маргулеса.
Таким образом,

x1
dp1

p1

+ x2
dp2

p2

= 0 ⇒ dp1 = −x2

x1

p1

p2

· dp2 = −x2

x1

y1

y2

· dp2.
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В точке экстремума давления

dp = 0 = dp1 + dp2 ⇒ dp1 = −dp2 ⇒
x2y1

x1y2

= 1 ⇒ x2

x1

=
y2

y1

– составы жидкой и газообразной фаз совпадают, II закон Гиббса-Коновалова. В общем
случае

dp = dp1 + dp2 =

(
1− x2

x1

· y1

y2

)
dp2 ⇒

dp

dx2

=
x1y2 − x2y1

x1y2

· dp2

dx2

=
y2 − x2

x1y2

· dp2

dx2

,

где учтено, что x1 = 1− x2, y1 = 1− y2. В полученном равенстве x1, y2 ≥ 0, а также
dp2

dx2

> 0,

поскольку
(
∂ µ2

∂ n2

)
T,p

> 0 (см. (2.3.6)) и µ2 = µ2,l = µ2,g = µ0
2 + RT ln p2. Значит, производная

dp

dx2

и разность (y2−x2) имеют одинаковые знаки: пар обогащён тем компонентом, добавление

которого увеличивает общее давление в системе – I закон Гиббса-Коновалова.

Наконец, III закон Гиббса-Коновалова может быть сформулирован как
(
∂ yi

∂ xi

)
T,p

> 0,

что непосредственно следует из условия химической устойчивости (2.3.6) и соотношения
µi = µ0

i +RT ln(yip) (
∂ µi

∂ xi

)
T,p

> 0,

(
∂ µi

∂ yi

)
T,p

=
RT

yi

> 0.
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T −x и p−x сечения типичных диаграмм кипения показаны на рисунке. На T −x сечениях
нижняя кривая отвечает составу жидкой фазы, верхняя – газовой фазы; на p − x сечениях –
наоборот. x – мольная доля второго компонента (x2). В случае идеальных растворов (верхний
ряд рисунков) пар, в соответствии с законом Рауля (2.4.7), обогащён более летучим компо-
нентом: кривая состава пара на p − x сечении выпукла вниз и монотонна. Кривая состава
жидкости линейна, поскольку

p = p1 + p2 = (1− x)p0
1 + xp0

2 = p0
1 + (p0

2 − p0
1)x.

На T − x сечении обе кривые нелинейны, поскольку давления насыщенных паров (p0
1, p

0
2)

зависят от температуры.
При незначительных отклонениях от идеальности вид фазовой диаграммы существенно

не меняется – кривая жидкости перестаёт быть линейной, но остаётся монотонной. Однако
в случае существенных отклонений от идеальности на кривых p(x) и T (x) могут появляться
экстремумы. По аналогии с (2.4.7) получим pi = γixip

0
i , то есть для кривой состава жидкости

p = γ1p
0
1 + (γ2p

0
2 − γ1p

0
1)x

– такая зависимость не является линейной и, в принципе, может иметь экстремум. Для по-
ложительных отклонений от закона Рауля (γ1, γ2 > 1) характерен максимум давления пара
(минимум температуры кипения), а для отрицательных отклонений – минимум давления пара
(максимум температуры кипения).

В соответствии со II законом Гиббса-Коновалова в точке экстремума давления составы
жидкой и газообразной фаз одинаковы, то есть точки экстремума являются точками равных
концентраций. Составы, отвечающие точкам экстремума, называют азеотропами или азео-
тропным смесями.

Ограниченная смешиваемость в жидкой фазе: в этом случае при некоторых темпера-
турах возможно расслоение системы на две жидкие фазы разного состава, как показано на
рисунках. Кривая на представленных T − x сечениях указывает составы находящихся в рав-
новесии фаз. Экстремум этой кривой является критической точкой, которая может отвечать
как верхней, так и нижней критическим температурам расслоения (ВКТР и НКТР соответ-
ственно). В зависимости от строения компонентов системы возможно наличие только ВКТР,
только НКТР, или обеих точек одновременно (причём обычно ВКТР > НКТР, но иногда НКТР
> ВКТР); все четыре случая показаны на рисунках.

Условия, задающие положение критической точки, полностью аналогичны (2.5.3) – равен-
ство нулю первой и второй производных химического потенциала по x, а также отрицатель-
ность третьей производной. Бинодаль и спинодаль расслаивающегося раствора могут быть
построены в координатах µ − x по аналогии с тем, как это было сделано выше для конденса-
ции пара.

Плавление двухкомпонентных систем: рассмотрим случаи полной несмешиваемости и
ограниченной смешиваемости в твёрдой фазе при неограниченном смешении в жидкой фа-
зе. Случай неограниченного смешения в твёрдой фазе полностью аналогичен кипению при
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неограниченном смешении, рассмотренному выше; аналогично кипение при ограниченном
смешении в жидкой фазе ничем, по сути, не отличается от плавления при ограниченном сме-
шении в твёрдой фазе.

T − x сечение диаграммы плавления двух веществ, не смешивающихся в твёрдой фазе,
показано на левом рисунке. Выпуклые кривые указывают состав расплава, а пунктирная го-
ризонтальная линия соединяет составы трёх фаз, находящихся в равновесии в нонвариантной
точке, – так называемой точке эвтектики. При эвтектического составе смеси весь расплав
кристаллизуется при одной и той же температуре, тогда как при других составах температура
кристаллизации постепенно понижается с выделением одного из компонентов в твёрдую фа-
зу. Для построения диаграмм плавления обычно охлаждают расплав с заданной скоростью,
фиксируя изменение температуры со временем и определяя тем самым температуру начала
кристаллизации и температуру эвтектики.

Зависимость температуры начала кристаллизации от состава смеси можно получить по
аналогии с уравнением изобары химической реакции. При кристаллизации одного из компо-
нентов устанавливается равновесие

L�A(s) +B(l),

а изменение химического потенциала в ходе такого процесса

∆µ = µ0
1 + µ0

2 − (µ0
1 +RT ln a1)− (µ0

2 +RT ln a2) = −RT ln(a1a2).

При малом x a1 ≈ 1, a2 ≈ x (см. (2.4.8)); тогда по аналогии с (2.3.18) получим(
∂ lnx

∂ T

)
p

=
∆crH

RT 2
, (2.5.7)

где ∆crH – изменение энтальпии при кристаллизации второго компонента. Это уравнение
Шредера, задающее при малых значениях x убывающую кривую состава жидкости (линию
ликвидуса) (энтальпия кристаллизации отрицательна, а потому отрицательна производная
состава по температуре). Из уравнения Шредера также следует, что(

∂ x

∂ T

)
p

=
x ·∆crH

RT 2
⇒
(
∂2 x

∂ T 2

)
p

=
∆crH

RT 2
< 0,

то есть линии ликвидуса выпуклы вверх.
Случай ограниченной растворимости в твёрдой фазе почти не отличается от рассмотренно-

го выше. Основное различие связано с появлением однофазных областей твёрдых растворов,
которые обычно обозначают через α (твёрдый раствор на основе первого компонента, A) и
β (твёрдый раствор на основе второго компонента). Возникновение этих областей связано с
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тем, что кривая состава твёрдой фазы (линия солидуса) отклоняется от оси ординат в соот-
ветствии с величиной взаимной растворимости компонентов при различных температурах.

Плавление двухкомпонентных систем при образовании химического соединения:
здесь также возможны два случая – плавление соединения происходит без разложения (кон-
груэнтное плавление) и плавление соединения происходит с разложением (инконгруэнт-
ное плавление). Для обоих случаев типичные T −x сечения фазовых диаграмм представлены
на рисунке.

При конгруэнтном плавлении (левый рисунок) диаграмма представляет собой простое сов-
мещение двух "диаграмм с простой эвтектикой" – обычных диаграмм плавления двухкомпо-
нентных систем. Точка плавления соединения AB является сингулярной – здесь составы фаз
совпадают, однако фаз всего две, а потому система имеет одну степень свободы: состав. При
инконгруэнтном плавлении соединение распадается на расплав и один из компонентов: точ-
ки, задающие составы фаз при таком трёхфазном равновесии, соединены пунктирной линией.
Распад соединения при плавлении называют перитектическим, а саму точку плавления –
точкой перитектики.

Правило рычага: фазовые диаграммы двухкомпонентных систем позволяют определять
не только составы фаз, находящихся в равновесии, но и относительное содержание этих фаз в
системе. Сделаем это на примере "диаграммы с простой эвтектикой" – проведём ноду (линию,
соединяющие составы фаз, находящихся в равновесии) и рассмотрим отрезки, на которые но-
ду разбивает точка, отвечающая валовому составу системы.

Пусть n1, n2 – количества фаз, x(1) и x(2) – мольная доля одного из компонентов в этих
фазах, а x′ – мольная доля того же компонента в смеси в целом. Тогда

x′ =
x(1)n1 + x(2)n2

n1 + n2

⇒ x(1)n1 + x(2)n2 = x′(n1 + n2) ⇒
n2

n1

=
x′ − x(1)

x(2) − x′
, (2.5.8)

то есть количества фаз относятся как отрезки ноды, не примыкающие к кривой состава данной
фазы. Это соотношение получило название правила рычага.

Полезная литература:
1. Физическая химия под ред. Б. П. Никольского. Л.: Химия, 1987. V.3 – V.7.
2. Физическая химия под ред. К. С. Краснова. М.: Высшая школа, 2001. Главы 13 – 15.
3. Пригожин И., Дефай Р. Химическая термодинамика. Н.: Наука, 1966. Главы 13, 14, 16,

21, 22.
4. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, том V – Статистическая физика,

часть 1. М.: Наука, 1976. §§ 81–84, 97–100, 152.
5. Базаров И. П. Термодинамика. М.: Высшая школа, 1991. § 62.
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2.6. Фазовые переходы

Определение: при фазовых переходах параметры и функции состояния системы могут из-
меняться как непрерывно, так и скачкообразно. Классификацию фазовых переходов прово-
дят по классам непрерывности энергии Гиббса. Переход относится к фазовым переходам I
рода, если в ходе этого перехода имеют разрывы первые производные энергии Гиббса – эн-
тропия и объём (плотность). При фазовых переходах II рода энтропия и объём изменяются
непрерывно, а разрывы имеют лишь вторые производные энергии Гиббса – теплоёмкости и
термодинамические коэффициенты.

Замечание: в данном определении не конкретизируется тип разрыва, испытываемого про-
изводными энергии Гиббса в точках фазового перехода. Иногда считают, что разделение фа-
зовых переходов по родам возможно лишь в том случае, когда разрывы являются конечными
скачками, а переходы с разрывами типа "бесконечный скачок" называют критическими. Это
уточнение важно при выводе уравнений Эренфеста (см. ниже), хотя часто критические фазо-
вые переходы и фазовые переходы II рода не различают.

Определение: фазовый переход называют энантиотропным, если он характеризуется
определёнными температурой и давлением перехода, причём в этих условиях может самопро-
извольно протекать в обоих направлениях. Другими словами, энантиотропный переход – это
переход между двумя фазами, одна из которых устойчива при температуре (давлении), более
низком, чем температура (давление) фазового перехода, а вторая – при более высокой темпе-
ратуре (давлении). Монотропным называют переход с участием метастабильной фазы, ко-
торый, вследствие этого, необратим. Примером энантиотропного перехода является взаимное
превращение ромбической и моноклинной серы, монотропного перехода – превращение бе-
лого фосфора в красный.

Основным уравнением, характеризующим фазовые переходы, является уравнение Кла-
узиуса-Клайперона, которое, однако, неприменимо к переходам II рода из-за того, что в пра-
вой части (2.5.4) находится неопределённость. Раскроем её с помощью правил Лопиталя, счи-
тая, что скачки вторых производных энергии Гиббса конечны:

dp

dT
=

∆tS

∆tV
=

∆t

(
∂ S
∂ T

)
p

∆t

(
∂ V
∂ T

)
p

=
1

TV
· ∆tcp
∆tαp

(2.6.1)

– I уравнение Эренфеста. С другой стороны, при раскрытии неопределённости можно брать
производные не по температуре, а по давлению

dp

dT
=

∆t

(
∂ S
∂ p

)
T

∆t

(
∂ V
∂ p

)
T

= −
∆t

(
∂ V
∂ T

)
p

∆t

(
∂ V
∂ p

)
T

=
∆tαp

∆tβT

, (2.6.2)

где использовано (2.1.15). Перемножая (2.6.1) и (2.6.2), получим

TV ·
(
dp

dT

)2

=
∆tcp
∆tβT

⇒ ∆tcp = TV

(
dp

dT

)2

·∆tβT (2.6.3)

– II уравнение Эренфеста.

Термодинамика сверхпроводящего состояния: в качестве
примера фазового перехода рассмотрим переход вещества в сверх-
проводящее состояние. Условимся говорить только о сверхпровод-
никах I рода, то есть чистых металлах, в которых сверхпроводи-
мость связана с образованием пар электронов, имеющих одина-
ковый спин (так называемые куперовские пары). При этом бу-
дем иметь в виду два важных экспериментальных факта – во-
первых, внутри сверхпроводника магнитное поле отсутствует (эф-
фект Мейснера); во-вторых, температура перехода (Tt) зависит от напряженности внешнего
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магнитного поля Hm – магнитное поле препятствует образованию куперовских пар. Характер
зависимости Tt(Hm) представлен на рисунке: Tt(0) иногда называют критической темпера-
турой (Tc), а напряженность поля, при которой Tt = 0, – критическим полем (Hc).

Для начала определим зависимость химического потенциала сверхпроводящей фазы от
напряжённости внешнего поля. Отсутствие поля внутри сверхпроводника означает, что ин-
дукция поля (B) равна нулю, то есть

B = Hm + 4πM = 0 ⇒M = −Hm

4π
,

гдеM – намагниченность (наведённый магнитный момент единицы количества вещества). Ра-
бота намагничивания 1 моль сверхпроводника

δA = −MdHm = −Hm

4π
· dHm ⇒ A =

Hm∫
0

δA = −H
2
m

8π
.

Значит, химический потенциал сверхпроводящей фазы

µs(Hm, T ) = µ0
s(T )− A = µ0

s(T ) +
H2

m

8π
,

где µ0
s(T ) – химический потенциал сверхпроводящей фазы в отсутствие магнитного поля, а

работа берётся со знаком "минус", поскольку она является работой внешних сил. При темпе-
ратуре фазового перехода химические потенциалы нормальной (n) и сверхпроводящей (s) фаз
совпадают, а потому

µn(Hm, T ) = µ0
s(T ) +

H2
m

8π
. (2.6.4)

Дифференцируя (2.6.4) по температуре и используя равенство смешанных вторых произ-
водных энергии Гиббса, получим

−Sn(Hm, T ) = −S0

s(T ) +
Hm

4π

(
∂ Hm

∂ T

)
p

⇒ S
0

s(T ) = Sn(Hm, T ) +
Hm

4π

(
∂ Hm

∂ T

)
p

. (2.6.5)

Продифференцируем это равенство по температуре и домножим на T ; тогда

(cp)
0
s = (cp)n +

nT

4π

(
∂ Hm

∂ T

)2

p

+
nHmT

4π

(
∂2Hm

∂ T 2

)
p

, (2.6.6)

где n – количество вещества, а переход к интегральным величинам возможен, поскольку си-
стема является однокомпонентной. Если фазовое превращение происходит в отсутствие маг-
нитного поля, то

∆tcp =
nT

4π

(
∂ Hm

∂ T

)2

p

(2.6.7)

– формула Рутгерса для скачка теплоёмкости.
Замечание: согласно (2.6.5)) при Hm = 0 и Hm = Hc Sn = Ss, то есть переход относится

к фазовым переходам II рода.

Полезная литература:
1. Базаров И. П. Термодинамика. М.: Высшая школа, 1991. §§ 59–61.
2. Физическая химия под ред. К. С. Краснова. М.: Высшая школа, 2001. Глава 14.
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2.7. Адсорбция

Определение: адсорбцией называют изменение состава вблизи поверхности раздела фаз
по сравнению с составом в объёме этих фаз. Адсорбатом называют адсорбируемое вещество
(то вещество, которое концентрируется на поверхности раздела), а адсорбентом – вещество,
на поверхности которого происходит адсорбция (то есть вещество, содержание которого на
поверхности раздела уменьшается или остаётся неизменным).

Термодинамика адсорбции подробно рассмотрена в соответствующем курсе, поэтому си-
стематическое изложение этой темы можно найти в конспекте лекций по предмету "Дополни-
тельные главы физической химии: адсорбция". В данном же материале будут указаны основ-
ные подходы к изучению адсорбции и получены некоторые простейшие соотношения.

Способы описания адсорбции: для изучения адсорбции обычно используют два метода
– метод Гиббса и метод слоя конечной толщины. В методе Гиббса вводят избыточные
термодинамические величины, характеризующие отличие поверхности раздела от объёма
фаз; для произвольной величины Y избыточное значение

Y s = Y − Y α − Y β, (2.7.1)

где α и β отвечают значениям Y в объёме граничащих фаз. Другими словами, все термоди-
намические величины рассматриваются относительно системы сравнения, в которой те же
две фазы разделены той же поверхностью раздела, но никак не взаимодействуют – поверх-
ность раздела представляет собой бесконечно тонкую стенку. Для избыточных величин могут
быть получены соотношения, аналогичные уравнениям Гиббса и Гиббса-Дюгема, что позво-
ляет применять к этим величинам обычный метод термодинамических потенциалов (см. 2.1.).
Именно так будем поступать в дальнейшем.

В методе слоя конечной толщины все термодинамические величины вводят для неболь-
шого слоя вблизи поверхности раздела, после чего рассматривают этот слой как отдельную
фазу. Основным недостатком метода слоя конечной толщины является невозможность экспе-
риментального определения каких-либо величин, относящихся к поверхностному слою.

Плоская граница раздела: запишем для каждой из фаз системы сравнения уравнения
Гиббса (2.3.2)

dUα = TαdSα − pαdV α +
∑

i

µα
i dn

α
i , dU

β = T βdSβ − pβdV β +
∑

i

µβ
i dn

β
i . (2.7.2)

Фазы находятся в равновесии, поэтому, согласно (2.2.1) и 2.3., Tα = T β, pα = pβ, µα
i = µβ

i .
V = V α + V β = const ⇒ dV = 0, dV α = −dV β. Записывая уравнение Гиббса для реальной
системы

dU = TdS − pdV + σdA+
∑

i

µidni (2.7.3)

и вычитая из него оба уравнения (2.7.2), получим

dU s = TdSs + σdA+
∑

i

µidn
s
i (2.7.4)

– уравнение Гиббса для избыточной внутренней энергии. В уравнениях (2.7.3), (2.7.4) появи-
лась новая величина – поверхностное натяжение σ: обобщённая сила, соответствующая
обобщённой координате площади. Таким образом, поверхностное натяжение – производная
характеристических функций (или избыточных характеристических функций) по площади.

ПеременныеSs, A, ns
i являются экстенсивными, поэтому по аналогии с уравнением Гиббса-

Дюгема (2.4.3) можно записать

SsdT + Adσ +
∑

i

ns
idµi = 0,
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или, разделив на A,
Ss

A
· dT + dσ +

∑
i

Γidµi = 0, Γi =
ns

i

A

– величина адсорбции по Гиббсу, или просто величина адсорбции. Из последнего уравнения
непосредственно следует, что

(dσ)T = −
∑

i

Γidµi (2.7.5)

– адсорбционное уравнение Гиббса.
Следствие: применим уравнение Гиббса к адсорбции идеального газа на твёрдом адсор-

бенте. Для твёрдого адсорбента (dµ)T = 0, поэтому (с учётом (2.3.11))

(dσ)T = −ΓRT · dp
p
⇒ σ − σ0 = RT

p∫
0

Γ

p
· dp,

где σ0 – поверхностное натяжение в отсутствие адсорбата (при p = 0). При малых p можно
считать, что Γ = kp (изотерма Генри, см. ниже); тогда

σ − σ0 = −RT · kp = −ΓRT, σ0 − σ = ϕ = ΓRT ⇔ ϕA = nsRT. (2.7.6)

Здесь введено ϕ – так называемое "двумерное давление", которое имеет смысл понижения
поверхностного натяжения при адсорбции. По своей форме полученное уравнение аналогично
уравнению состояния идеального газа (1.2.1) и является уравнением состояния "идеального
адсорбата".

Неплоская граница раздела: заметим, что при исследовании адсорбции использование
(2.2.1), вообще говоря, некорректно, поскольку данные соотношения были выведены без учё-
та действия сил поверхностного натяжения. В случае плоской границы раздела это не имело
значения, поскольку сила поверхностного натяжения направлена по касательной к поверхно-
сти, а сила, связанная с давлением вещества, – по нормали к поверхности. Если же поверх-
ность искривлена, то необходимо учитывать, что равновесие достигается за счёт компенсации
давлений со стороны объёмов фаз силами поверхностного натяжения.

Вновь вычтем из (2.7.3) равенства (2.7.2)

dU s = TdSs + σdA+
∑

i

µidn
s
i + (pα − pβ)dV α; (2.7.7)

здесь неизвестна величина ∆p = pα−pβ, которую необходимо связать с σ
и геометрическими параметрами поверхности. Рассмотрим малый фраг-
мент поверхности, имеющий радиусы кривизны ρ1, ρ2 и угловые размеры
θ1, θ2. Если фрагмент достаточно мал, то площадь поверхности можно рассчитать как пло-
щадь прямоугольника

A = 2ρ1 sin
θ1

2
· 2ρ2 sin

θ2

2
≈ ρ1ρ2θ1θ2.

Пусть оба радиуса кривизны увеличиваются на ∆ρ, тогда площадь поверхности изменится на

∆A = θ1θ2(ρ1 + ∆ρ)(ρ2 + ∆ρ)− θ1θ2ρ1ρ2 ≈ θ1θ2(ρ1 + ρ2)∆ρ;

при этом объём меняется на ∆V ≈ ρ1ρ2θ1θ2 ·∆ρ. Разность давлений компенсируется силами
поверхностного натяжения, поэтому работы давления и сил поверхностного натяжения равны:

∆p∆V = σ∆A⇒ ∆p =
σθ1θ2(ρ1 + ρ2)∆ρ

θ1θ2ρ1ρ2∆ρ
= σ · ρ1 + ρ2

ρ1ρ2

(2.7.8)

– уравнение Лапласа.

42



В частности, для капилляра ρ1 = ρ2 = ρ, причём r = ρ cos θ (θ – краевой
угол смачивания). Уравнение Лапласа даёт

∆p =
2σ

ρ
cos θ (2.7.9)

– давление насыщенного пара над жидкостью в капилляре выше, чем давле-
ние пара над жидкостью в сосуде с большой открытой поверхностью. Соотно-
шение (2.7.9) используют в методе ртутной порометрии – способе определения размеров
пор по давлению продавливаемой через них ртути.

Изотерма адсорбции: процесс заполнения поверхности адсорбента молекулами адсор-
бата часто характеризуют путём измерения изотерм адсорбции – зависимостей величины ад-
сорбции от давления адсорбата (если последний является газообразным). Получим уравнение
изотермы адсорбции для простейшей модели, в которой адсорбент представляет собой набор
amax адсорбционных центров (ac), каждый из которых заполняется одной (и только одной) мо-
лекулой адсорбата независимо от заполнения других центров. Рассмотрим формальное рав-
новесие

A(g) + acvacant = acoccupied.

Если считатьA идеальным газом, а "активность адсорбционных центров" – равной их чис-
лу, то

Kf = Kp =
ai

(amax − ai)p
=

θ

(1− θ)p
,

где ai – число заполненных адсорбционных центров, а θ =
ai

amax

– степень заполнения. Соот-
ветственно,

θ =
pKp

1 + pKp

=
ai

amax

=
ai

A
amax

A

=
Γi

Γmax

⇒ Γ = Γi = Γmax
pKp

1 + pKp

(2.7.10)

– уравнение изотермы Ленгмюра. При выводе было учтено, что Γi ∼ ai, поскольку все
молекулы адсорбата на поверхности адсорбента являются избытком.

При малых p Γ ≈ ΓmaxKp·p– линейная зависимость Γ(p), изотерма Генри. При больших
p pKp � 1, Γ ≈ Γmax – изотерма выходит на насыщение. Для проведения линеаризации
уравнение изотермы Ленгмюра обычно представляют в виде

p

Γ
=

1

ΓmaxKp

+
1

Γmax

· p.

Изобара адсорбции: с помощью (2.7.10) несложно получить(
∂ Γ

∂ Kp

)
p

=
pΓmax

(1 + pKp)2
⇒
(
∂ Γ

∂ T

)
p

= Kp

(
∂ Γ

∂ Kp

)
p

(
∂ lnKp

∂ T

)
p

=
pΓmaxKp

(1 + pKp)2
· ∆aH

RT 2
,

(2.7.11)
где использовано (2.3.18), а ∆aH – изменение энтальпии при адсорбции. (2.7.11) является
уравнением изобары адсорбции, полученным в рамках модели Ленгмюра. Если считать, что

Γmax, Kp, ∆aH слабо зависят от температуры, то Γ ∼ 1

T
– зависимость Γ(T ) близка к гипер-

болической.
Изостера адсорбции: в данном случае удобно воспользоваться уравнением Клайперона-

Клаузиуса, считая, что при адсорбции происходит фазовый переход газа в конденсированное
состояние адсорбата, причём газ является идеальным. Тогда с помощью (2.5.5) получим(

∂ ln p

∂ T

)
Γ

= −∆aH

RT 2
(2.7.12)

– уравнение изостеры адсорбции.
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3. Статистическая термодинамика. Общие положения

3.1. Классическая статистическая механика

Как было отмечено в самом начале самого первого параграфа, объект исследования тер-
модинамики – набор макроскопических тел, которые, очевидно, состоят из множества частиц
(атомов, молекул, ионов, электронов). Рассмотренная в первых двух главах феноменологи-
ческая термодинамика никак не апеллирует к строению вещества – эта теория сугубо фор-
мальна, поскольку она использует характеристические функции, не выясняя их физического
смысла. Впрочем, для практических целей (исследование равновесий) физический смысл и
не нужен – достаточно знать соотношения, связывающие производные характеристических
функций с экспериментально определяемыми величинами.

При строгом физическом рассмотрении задачи необходимо записать для каждой части-
цы уравнение движения, после чего решить полученную систему уравнений. Ясно, что ни для
одного макроскопического тела это нельзя сделать ни точно, ни приближённо. Значит, необ-
ходимо использовать другой подход: статистический. Начнём с классического случая, а кван-
товый будет рассмотрен в следующем параграфе.

В классическом случае состояние частицы полностью определяется её координатами и
импульсом. Значит, состояние частицы связано с положением изображающей точки в фа-
зовом пространстве – пространстве импульсов и координат. Классическая механика обычно
работает с шестимерным фазовым пространством координат и импульсов одной частицы –
M-пространством. В статистической механике удобнее использовать Γ-пространство –
пространство координат и импульсов всех частиц системы. Если система содержит N частиц,
то dim Γ = 6N . Фазой называют значения p и q для всех частиц системы (иначе говоря, фа-
за – положение системы в Г-пространстве). Макроскопическая система может находиться в
различных точках Γ-пространства, то есть её описание может быть дано путём нахождения
распределения состояний системы по Γ-пространству.

Определение: ансамблем Гиббса называют совокупность систем, находящихся в оди-
наковом макросостоянии и различающихся только по своему микросостоянию. Cистемы ан-
самбля нельзя различить путём измерения макроскопических характеристик (температуры,
объёма, плотности, и т. д.). Всякому ансамблю отвечает распределение входящих в него си-
стем по Γ-пространству, которое, по сути дела, является распределением состояний любой из
систем ансамбля.

Основные типы ансамблей:
1) N, V,E-ансамбль (N, V = const, энергия лежит в малом промежутке (E,E + ∆E) –

модель изолированной системы) – микроканоническое распределение Гиббса;
2) N, V, T-ансамбль (N, V = const, система обменивается энергией с внешней средой –

модель замкнутой системы) – каноническое распределение Гиббса;
3) µ, V, T-ансамбль (V = const, система обменивается с внешней средой энергией и ча-

стицами – модель открытой системы) – большое каноническое распределение Гиббса.

Плотность вероятности и средние значения: вероятность попадания системы в опреде-
лённую точку Γ–пространства определяется нормированной на единицу плотностью вероят-
ности

dw(p,q, t) = ρ(p,q, t)dΓ(p,q);

∫
ρ(p,q, t)dp dq = 1, (3.1.1)

где dω – вероятность того, что состоянию системы отвечает точка в области dΓ фазового Γ-
пространства; p, q – векторы, составленные из импульсов (координат) всех частиц системы.
Средние значения физических величин определяются в соответствии с обычными правилами
теории вероятностей

〈M 〉(t) =

∫
ρ(p,q, t)M(p,q, t)dp dq (3.1.2)
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– среднее по совокупности или среднее по ансамблю.

Постулаты статистической термодинамики:
1. Постулат равных вероятностей: если система находится в заданном макросостоянии,

то она с равной вероятностью может находиться в любом из микросостояний, отвечающих
этому макросостоянию (с равной вероятностью занимает любую точку Γ-пространства, соот-
ветствующую данному макросостоянию).

2. Постулат о равновесной функции распределения: равновесному состоянию систе-
мы отвечает максимум плотности вероятности ρ, то есть для системы ансамбля равновесное
состояние является наиболее вероятным.

Временная зависимость плотности вероятности: рассмотрим область Γ-прост-ранства
V , ограниченную поверхностью S. Изменение объёмного интеграла от ρ можно записать через
поток вектора V = (q̇, ṗ) скорости течения фазовой жидкости

d

dt

∫
V

ρ dV = −
∫
S

(n, ρV) dS, (3.1.3)

где n – единичный вектор внешней нормали к S. Преобразуя поверхностный интеграл по тео-
реме Гаусса-Остроградского, получим∫

V

(
∂ ρ

∂ t
+ (∇, ρV)

)
dV = 0,

где ∇ – 6N-мерный аналог оператора∇, а знак полного дифференциала заменён на частную
производную по времени, поскольку объёмный интеграл зависит только от времени, а ρ также
зависит от p и q.

Применяя оператор ∇ к (ρV), найдём

∂ ρ

∂ t
+ (∇, ρV) =

∂ ρ

∂ t
+

3N∑
i=1

(
∂ ρ

∂ pi

· ṗi +
∂ ρ

∂ qi
· q̇i
)

=
dρ

dt
= 0 (3.1.4)

– плотность вероятности распределения состояний системы по Γ-пространству не изменяется
со временем. Это статистическая формулировка теоремы Лиувилля. В классической меха-
нике обычно используют эквивалентное утверждение, непосредственно следующее из (3.1.3),
– поток фазовой жидкости через заданную поверхность постоянен. Отметим также, что (3.1.4)
– уравнение непрерывности для фазовой жидкости, поскольку (∇, ρV) = div(ρV), если под
div понимать 6N-мерный аналог оператора дивергенции.

Таким образом, плотность вероятности ρ является интегралом движения, а потому может
зависеть лишь от таких комбинаций p и q, которые сами являются интегралами движения.
В механике существует семь основных интегралов движения – энергия, по три компоненты
импульса и момента импульса. Импульс и момент импульса полностью определяют движение
системы как целого, то есть её кинетическую энергию.

Предметом исследования термодинамики являются внутренние характеристики системы,
поэтому удобно перейти в систему отсчёта, связанную с системой, и тем самым приравнять
к нулю импульс, момент импульса, а с ними и кинетическую энергию. Значит, плотность ве-
роятности ρ является функцией всего одной переменной – энергии системы E, которая скла-
дывается из внутренней энергии (кинетической энергии всех частиц, формирующих систему,
и энергии взаимодействия этих частиц) и потенциальной энергии частиц системы во внешних
полях.
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3.2. Квантовая статистическая механика

В квантовой механике нет понятия фазового пространства, поскольку принцип неопреде-
лённости Гейзенберга не позволяет в один и тот же момент времени точно определить коорди-
наты и импульс частицы. В то же время состояние частицы может быть однозначно охарак-
теризовано набором квантовых чисел. Соответственно, вместо Γ-пространства можно опре-
делить Ω-пространство как пространство Nf квантовых чисел, описывающих состояние
системы (f – число степеней свободы одной частицы). Связь Γ- и Ω-пространств задана вы-
ражением

dΩ =
dΓ

N ! · hNf
, (3.2.1)

где множитель N ! связан с квантовомеханическим принципом неразличимости тождествен-
ных частиц (см. лекции по квантовой механике, 4.4), а появление постоянной Планка обу-
словлено соображениями размерности. Соотношение (3.2.1) иногда называют квазикласси-
ческим приближением для элемента объёма Ω-пространства.

Плотность вероятности: по аналогии с (3.1.1), (3.1.2) можно ввести плотность вероят-
ности ρ̃ попадания системы в определённую точку Ω-пространства

dw = ρ̃ dΩ,

∫
ρ̃ dΩ = 1, 〈M 〉 =

∫
M ρ̃ dΩ, (3.2.2)

где M – оператор, соответствующий физической величине M .

Тем не менее, одной функции ρ̃ недостаточно для определения макроскопических харак-
теристик системы, поскольку помимо статистической неопределённости (реализации различ-
ных состояний системы) существует и квантовомеханическая неопределённость (неоднознач-
ность определения импульса и координат). Оказывается однако, что разделять два этих типа
неопределённости вообще не имеет смысла.

Всякий макроскопический объект состоит из множества одинаковых частиц, каждая из
которых может находиться в том или ином состоянии, характеризующемся волновой функ-
цией ψ(i); W (i) – статистическая вероятность нахождения частицы в этом состоянии. {ψn}n

– полный ортонормированный набор собственных функций гамильтониана частицы. Пусть
ψ(i) =

∑
n

cniψn; тогда для частицы, находящейся в i-ом состоянии, среднее значение величины

M
Mi = 〈ψ(i)|M |ψ(i) 〉 =

∑
m,n

c∗micni 〈ψm|M |ψn 〉

– это квантовомеханическое усреднение. Теперь проведём статистическое усреднение

〈M 〉 =
∑

i

W (i)Mi =
∑

i

∑
m,n

W (i)c∗micni 〈ψm|M |ψn 〉 =
∑
m,n

ρnm 〈ψm|M |ψn 〉,

ρnm =
∑

i

W (i)c∗micni. (3.2.3)

Здесь величина ρnm является статистическим весом слагаемого 〈ψm|M |ψn 〉 и объединяет в
себе статистическую и квантовомеханическую неопределённости. Числа ρnm формируют мат-
рицу плотности системы, подробнее о которой можно прочитать в лекциях по квантовой меха-
нике, 4.9. Вообще, для статистической механики именно матрица плотности является основ-
ным способом описания системы, поскольку в силу статистической неопределённости всякая
макроскопическая система находится в смешанном (а не чистом) состоянии.

Матрица плотности однозначно задаёт статистический оператор ρ̂. Выясним временную
зависимость этого оператора. В стационарных задачах коэффициенты cmi, cni не зависят от
времени; если же задача не является стационарной, но H 6= H(t), то постоянные значения
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cni просто домножаются на временную экспоненту e−
i
~Ent, где En – собственное значение,

отвечающее ψn (см. лекции по квантовой механике, 2.3). Таким образом,

∂ ρnm

∂ t
=
i

~
(Em − En)ρnm.

Однако (Em − En)ρnm =
∑
l

(ρnlHlm −Hnlρlm) (числа Hij = 〈ψi|H |ψj 〉 = Eiδij задают диаго-

нальную матрицу гамильтониана частицы). Таким образом,

∂ ρ̂

∂ t
=
i

~
(ρ̂H−H ρ̂) =

i

~
· [ρ̂,H], (3.2.4)

где квадратные скобки обозначают коммутатор. Это уравнение является квантовомеханиче-
ским аналогом теоремы Лиувилля. Действительно, с помощью уравнений Гамильтона неслож-
но получить

(∇, ρV) =
3N∑
i=1

(
∂ ρ

∂ qi

∂ H

∂ pi

− ∂ ρ

∂ pi

∂ H

∂ qi

)
=

1

i~
· [ρ,H]P ,

где [·, ·]P – квантовомеханические скобки Пуассона (аналог коммутатора), а H – функция
Гамильтона. Тогда (3.1.4) можно переписать в виде

∂ ρ

∂ t
+

1

i~
· [ρ,H]P = 0 ⇒ ∂ ρ

∂ t
=
i

~
· [ρ,H]P ,

совпадающем с (3.2.4).
Продолжая аналогию с теоремой Лиувилля, покажем, что в квантовомеханическом случае

плотность вероятности не зависит от времени. Cопоставим величине ρ квантовомеханическое
среднее оператора ρ̂ . По определению, ρ = 〈ψ| ρ̂ |ψ 〉, а потому

dρ

dt
=

〈
∂ ψ

∂ t

∣∣∣∣ ρ̂ |ψ 〉+ 〈ψ| ρ̂ ∣∣∣∣ ∂ ψ∂ t
〉

+ 〈ψ
∣∣∣∣∂ ρ̂∂ t

∣∣∣∣ψ 〉 = 〈ψ
∣∣∣∣∂ ρ̂∂ t +

1

i~
· [ρ̂,H]

∣∣∣∣ψ 〉 = 0, (3.2.5)

где использованы (3.2.4) и уравнение Шредингера i~ · ∂ ψ
∂ t

= Hψ.

Полезная литература:
1. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, том V – Статистическая физика,

часть 1. М.: Наука, 1976. Глава 1.
2. Bloch F. Fundamentals of statistical mechanics. Imperial college press, 2000. §§ 1–6, 19,

20, 21.
3. Балеску Р. Равновесная и неравновесная статистическая механика. М.: Мир, 1978. Гла-

ва 2.

3.3. Распределения Гиббса

В соответствии с (3.1.4), (3.2.5) плотность вероятности является интегралом движения
и, при переходе в систему отсчёта, связанную с рассматриваемым телом, зависит только от
полной энергии системы. Используем это положение для отыскания функций распределения
основных типов ансамблей Гиббса.

Микроканоническое распределение: если система имеет постоянную энергию E0, то,
исходя из постулата равных вероятностей (см. 3.1.) и требований нормировки (3.1.1),
(3.2.2), получим

ρ(E) = δ(E − E0). (3.3.1)
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Замечание: распределение (3.3.1) описывает изолированные системы лишь в том случае,
когда в течение сколь угодно большого промежутка времени реализуются все состояния си-
стемы с заданной энергией. Это утверждение получило название эргодической гипотезы, а
системы, для которых оно выполняется, – эргоидных. В общем случае эргодическая гипо-
теза заведомо неверна: рассмотрим, например, набор частиц, движущихся в закрытом сосуде
с постоянным скоростями вдоль параллельных прямых. Энергия такого набора частиц по-
стоянна и не зависит от их взаимного расположения, однако далеко не все случаи взаимного
расположения частиц могут быть реализованы. Таким образом, эргодическая гипотеза часто
не выполняется при упорядоченном движении частиц, которое, в целом, нехарактерно для ре-
альных систем. Тем не менее, эргодическую гипотезу обычно не включают в набор постулатов
статистической термодинамики, но оговаривают заранее, что все результаты, получаемые в
рамках статистической термодинамики, относятся лишь к эргоидным системам.

Пусть теперь система помещена в термостат, энергия которого существенно превышает
энергию системы. Ω(E) – число состояний системы с энергией от 0 до E; тогда число состоя-
ний системы, энергия которых лежит в малом интервале ∆E вблизи E

∆Ω(E) =
dΩ(E)

dE
·∆E. (3.3.2)

По определению, величину
S(E) = k ln ∆Ω(E) (3.3.3)

называют энтропией системы. Соотношение (3.3.3) называют формулой Больцмана, а фун-
даментальную постоянную k = 1.38·10−23 Дж/К – постоянной Больцмана. Формула Больц-
мана является физическим определением величины S, введённой формально в 1.5.

Следствие: энтропия является аддитивной величиной. Действительно, если система со-
ставлена из двух подсистем, то числа состояний перемножаются

∆Ω(E) = ∆Ω1(E1) ·∆Ω2(E2).

Замечание: в соответствии с приведённым определением понятие энтропии изолирован-
ной системы не имеет смысла, поскольку энергия такой системы строго постоянна. В случае
изолированной системы можно говорить лишь об энтропии отдельных подсистем.

Каноническое распределение: продолжим рассмотрение системы в термостате. Обо-
значим черезE энергию системы,E ′ – энергию термостата.E+E ′ = E0 = const – набор "си-
стема+термостат" является изолированной системой. В соответствии с (3.3.1)
ρ = δ(E + E ′ − E0), а потому вероятность того, что система имеет энергию En,

wn =

∫
δ(En + E ′ − E0) dΩ

′.

Перейдём к интегрированию по E ′, тогда

wn =

∫
dΩ′

dE ′
·δ(En+E ′−E0) dE

′ =

∫
e

S′(E′)
k

∆E ′
·δ(En+E ′−E0) dE

′ =
e

S′(E′)
k

∆E ′

∣∣∣∣∣∣
E′=E0−En

, (3.3.4)

где использованы (3.3.2) и (3.3.3). Разложим энтропию в ряд Тейлора до слагаемых первого
порядка

S ′(E0 − En) ≈ S ′(E0)− En ·
(
∂ S ′

∂ E ′

)
E′=E0

= S ′(E0)−
En

T
(3.3.5)
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(здесь учтено (2.1.3), а также равенство температур системы и термостата – по определению,
каноническое распределение Гиббса является распределением N, V, T-ансамбля) и получим,
что

wn = const ·e−
En

kT ,

где const включает в себя не зависящие от энергии системы величины eS′(E0) и ∆E ′. Постоян-
ную определим из условия нормировки

∑
n

wn = 1 ⇒ const =

(∑
n

e−
En

kT

)−1

,

в котором суммирование проводится по всем состояниям (а не только по всем энергетическим
уровням) системы.

Итак, каноническое распределение Гиббса задано выражением

wn =
1

Z
· e−

En

kT , Z =
∑

n

e−
En

kT (3.3.6)

– сумма по состояниям или статистическая сумма. В случае непрерывного энергетиче-
ского спектра

ρ̃(E) =
1

Z
· e−

E
kT , Z =

∫
e−

E
kT dΩ. (3.3.7)

Замечание: как уже было отмечено, переход от производной энтропии к температуре в
(3.3.5) осуществлён по аналогии с соотношениями феноменологической термодинамики. E –
полная энергия покоящейся системы (внутренняя энергия системы и потенциальная энергия
частиц системы во внешних полях) – имеет тот же смысл, что величина U , использованная в
первых двух главах, но U = 〈E 〉. Таким образом, U является не только внутренней энергией
системы, но и её потенциальной энергией, что несложно понять из I начала термодинамики
(1.3.2).

Замечание: согласно постулату о равновесной функции распределения (см. 3.1.) равно-
весному состоянию отвечает максимум плотности вероятности, то есть максимум величины
wn. В свою очередь, по (3.3.4) wn ∼ eS′

, то есть равновесному состоянию отвечает максимум
S ′ – максимум энтропии. Таким образом, в состоянии равновесия энтропия максимальна, а
при самопроизвольных неравновесных процессах она не может уменьшаться – II начало тер-
модинамики.

Большое каноническое распределение: при выводе канонического распределения Гибб-
са мы рассматривали систему, которая обменивается с термостатом только энергией. Теперь
будем считать, что возможен обмен как энергией, так и частицами (для простоты полагаем,
что все частицы системы и термостата – одного сорта). Сохраняя использованные обозначе-
ния, запишемE+E ′ = E0 = const, N +N ′ = N0 = const .Согласно (3.3.1) вероятность того,
что система имеет энергию En и содержит N частиц,

wn,N =

∫
δ(En(N) + E ′(N0 −N)− E0) dΩ

′.

Действуя по аналогии с (3.3.4) и учитывая, что теперь энтропия зависит как от энергии, так и
от числа частиц, получим

wn,N = const · e
S′(E′,N ′)

k

∣∣∣∣
E′=E0−En(N), N ′=N0−N

.
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Вновь разложим энтропию в ряд Тейлора

S ′(E0 − En, N0 −N) ≈ S ′(E0, N0)− En ·
(
∂ S ′

∂ E ′

)
E′=E0,N ′=N0

−N ·
(
∂ S ′

∂ N ′

)
E′=E0,N ′=N0

=

= S ′(E0, N0)−
En

T
+
µN

T
,

где учтены (2.1.3) и (2.3.2). Химические потенциалы термостата и системы равны, поскольку
большое каноническое распределение – это распределение µ, V, T-ансамбля. Таким образом,

wn,N = const ·e
µN−En(N)

kT .

Определяя постоянную из условия нормировки, находим

wn,N =
1

Ξ
· e

µN−En(N)
kT , Ξ =

∑
N

∑
n

e
µN−En(N)

kT (3.3.8)

– большая сумма по состояниям или большая статистическая сумма. В случае непре-
рывного энергетического спектра

ρ̃(E,N) =
1

Ξ
· e

µN−E(N)
kT , Ξ =

∑
N

e
µN
kT

∫
e−

E(N)
kT dΩN (3.3.9)

(dΩN – элемент Ω-пространства для системы, содержащей N частиц).

3.4. Статистические аналоги термодинамических величин

Воспользуемся каноническим распределением Гиббса для отыскания статистических зна-
чений основных термодинамических величин.

Энергия: дифференцируя (3.3.6) по температуре, получим(
∂ lnZ

∂ T

)
N,V

=
1

Z
·
∑

n

En

kT 2
· e−

En

kT .

Значит, среднее значение энергии системы

U = 〈E 〉 =
∑

n

wnEn =
1

Z
·
∑

n

Ene
−En

kT = kT 2

(
∂ lnZ

∂ T

)
N,V

. (3.4.1)

Точно такое же соотношение может быть получено для систем с непрерывным энергетическим
спектром.

Энтропия: если энергия системы изменяется в малом интервале ∆E, то с учётом посту-
лата равных вероятностей вероятность нахождения системы в каждом из состояний можно
записать через число состояний ∆Ω(E) из (3.3.2):

ρ̃(E) =
1

∆Ω(E)
⇒ S(E) = k · ln ∆Ω(E) = −k · ln ρ̃(E),

где использована формула Больцмана (3.3.3). Подставляя (3.3.7), получим

〈S 〉 = −k 〈 ln ρ̃(E) 〉 = k lnZ +
〈E 〉
T

= k lnZ +
U

T
. (3.4.2)
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Свободная энергия Гельмгольца: в соответствии с определением (2.1.8)

F = U − T 〈S 〉 = −kT lnZ. (3.4.3)

С помощью (2.1.11) найдём

p = −
(
∂ F

∂ V

)
T,N

= kT

(
∂ lnZ

∂ V

)
T,N

, (3.4.4)

то есть связь между давлением, объёмом и температурой – термическое уравнение состояния
системы.

Энтальпия и энергия Гиббса: соотношения для энергии, свободной энергии Гельмгольца
и давления позволяют записать

H = U+pV = kT 2

(
∂ lnZ

∂ T

)
N,V

+kT

(
∂ lnZ

∂ lnV

)
N,T

, G = F+pV = −kT lnZ+kT

(
∂ lnZ

∂ lnV

)
N,T

.

Большое каноническое распределение: действуя по аналогии с каноническим распре-
делением, продифференцируем (3.3.8)(

∂ ln Ξ

∂ µ

)
T,V

=
1

Ξ
·
∑
N

∑
n

N

kT
· e

µN−En

kT ⇒ 〈N 〉 = kT

(
∂ ln Ξ

∂ µ

)
T,V

. (3.4.5)

По аналогии с энергией Гельмгольца определим большой термодинамический потенциал

J = −kT ln Ξ. (3.4.6)

Согласно (3.4.3)

Z = e−
F
kT ⇒ Ξ = e−

J
kT =

∑
N

e
µN−F (T,V,N)

kT .

Флуктуации числа частиц системы обычно незначительны, поэтому можно считать, что
N ≈ const; тогда

J = F − µN ⇒ dJ = −〈S 〉 dT − pdV −Ndµ, (3.4.7)

где использовано (2.3.2). Таким образом, в случае большого канонического распределения
статистические значения основных термодинамических величин равны производным большо-
го термодинамического потенциала

〈S 〉 = −
(
∂ J

∂ T

)
V,µ

, p = −
(
∂ J

∂ V

)
T,µ

. (3.4.8)

Полезная литература:
1. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, том V – Статистическая физика,

часть 1. М.: Наука, 1976. §§ 7, 8, 28, 31, 35, 36.
2. Bloch F. Fundamentals of statistical mechanics. Imperial college press, 2000. §§ 9–12.
3. Балеску Р. Равновесная и неравновесная статистическая механика. М.: Мир, 1978. Гла-

ва 2.
4. Климонтович Ю. Л. Статистическая физика. М.: Наука, 1982. §§ 4.1–4.8.
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3.5. Распределение Максвелла-Больцмана

Рассмотрим классический случай канонического распределения (3.3.7). Переходя с помо-
щью (3.2.1) от распределения по состояниям (dΩ) к распределению по координатам и импуль-
сам (dΓ), получим

dwp,q = ρ(p,q) dp dq, ρ(p,q) =
1

N !hNf
· e

− E
kT

Z
.

В общем случае E = E(p,q), однако для многих систем возможно представление энергии в
виде суммы кинетической и потенциальной: E = ET (p) + EV (q). Тогда, очевидно, распреде-
ления по импульсам и координатам становятся независимыми

dwp,q = dwpdwq, dwp = constp ·e−
ET (p)

kT dp, dwq = constq ·e−
EV (q)

kT dq,

где constp, constq обеспечивают независимую нормировку плотностей вероятности. Здесь,
как и в 3.1., p и q являются векторами, составленными из импульсов и координат всех частиц
системы.

Пусть теперь частицы системы не взаимодействуют друг с другом, а EV (q) – просто по-
тенциальная энергия этих частиц во внешних полях. Если ε – энергия одной частицы, то
EV (q) =

∑
i

εV (qi), ET (p) =
∑
i

εT (pi), и

dwp =
∏

i

dwpi
, dwq =

∏
i

dwqi
, dwpi

=
e−

εT (pi)
kT∫

e−
εT (pi)

kT dpi

, dwqi
=

e−
εV (qi)

kT∫
e−

εV (qi)
kT dqi

. (3.5.1)

Соотношения (3.5.1) задают распределение Больцмана импульсов и координат частиц си-
стемы.

Метод ячеек Больцмана: это альтернативный способ вывода распределения Больцма-
на. Разобъём М-пространство на k < ∞ ячеек, в каждой из которых находятся Ni частиц,
обладающих постоянной энергией εi. Пусть система изолирована, то есть

N =
∑

i

Ni = const, ε =
∑

i

Ni εi = const . (3.5.2)

Согласно постулату равных вероятностей, всякое состояние системы реализуется с одинако-
вой вероятностью, а по постулату о равновесной функции распределения равновесным явля-
ется наиболее вероятное состояние – то размещение частиц по ячейкам, которое может быть
реализовано наибольшим числом способов. При заданных Ni число размещений

Ω(N1, . . . Nk) =
N !∏
i

Ni!
. (3.5.3)

Таким образом, равновесная функция распределения частиц по энергиям εi может быть най-
дена путём поиска условного экстремума (3.5.3) – экстремума, достигаемого при выполнении
условий (3.5.2).

Для удобства будем искать экстремум не Ω, а ln Ω, который, очевидно, доставляется теми
же значениями Ni. Преобразуем ln Ω c помощью формулы Стирлинга lnx! = x lnx− x

ln Ω(N1, . . . Nk) = N lnN −N −
∑

i

Ni lnNi +
∑

i

Ni = N lnN −
∑

i

Ni lnNi.

Тогда
δ ln Ω = −

∑
i

lnNi · δNi −
∑

i

δNi. (3.5.4)
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В соответствии с общим методом поиска условных экстремумов введём в условия (3.5.2) неоп-
ределённые множители Лагранжа α и β:

δ(α ·
∑
i

Ni) = 0

δ(β ·
∑
i

Ni εi) = 0
⇒


∑
i

α · δNi = 0∑
i

β εi ·δNi = 0.
(3.5.5)

Объединяя (3.5.4) и (3.5.5), записываем условие экстремума

δ ln Ω = −
∑

i

(lnNi + 1 + α+ β εi) · δNi = 0 ⇒ lnNi + 1 + α+ β εi = 0 ⇒ Ni = const ·e−β εi .

Таким образом, вероятность того, что частица имеет энергию εi,

wi =
Ni

N
= const ·e−β εi .

Если теперь увеличивать число k ячеек (и, соответственно, число возможных значений
энергии), то в пределе k→∞ получим непрерывное распределение частиц системы по энер-
гиям с плотностью вероятности

ρ(ε) = const ·e−β ε, const =

(∫
e−β ε(p,q)dp dq

)−1

, (3.5.6)

где p и q обозначают векторы импульса и координат одной частицы (будем придерживаться
таких обозначений до конца этого параграфа). По условиям модели в состоянии равновесия
частицы не могут переходить из одних ячеек в другие, то есть энергия каждой частицы посто-
янна и не зависит от энергий остальных частиц – они независимы, а потому

ε(p,q) = εT (p) + εV (q).

С учётом этого (3.5.6) полностью совпадает с (3.5.1), если положить β = (kT )−1.

С помощью (3.5.6) легко определить распределения частиц системы по координатам и им-
пульсам.

Барометрическая формула: считая, что εV (q) = mgz, получим плотность распределения
частиц по высоте в гравитационном поле (напряжённость поля направлена вдоль оси z)

ρz(z) =

∫
ρ(ε) dp dxdy =

e−
mgz
kT dz

+∞∫
0

e−
mgz
kT

=
mg

kT
· e−

mgz
kT (3.5.7)

– барометрическую формулу.
Распределение по скоростям: по аналогии с (3.5.7) найдём плотность распределения по

компонентам импульса или скорости
(
εT (p) =

p2

2m

)

ρpx(px) =
e−

p2
x

2mkT
√

2πmkT
, ρvx(vx) =

√
m

2πkT
· e−

mv2
x

2kT , (3.5.8)

где учтено, что dwpx = ρpxdpx = mρpxdvx = dwvx = ρvxdvx ⇒ ρvx = mρpx .Для того, чтобы най-
ти распределение по абсолютным значениям импульса и скорости, перейдём в пространстве
импульсов к сферическим координатам; тогда dp = p2 sin θ dp dθ dϕ, и

ρp(p) =

∫
ρ(ε) dq dθdϕ =

e−
p2

2mkT · p2

+∞∫
0

e−
p2

2mkT · p2dp

=
4π

(2πmkT )
3
2

· e−
p2

2mkT · p2; (3.5.9)
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здесь использован один из табличных интегралов

+∞∫
−∞

e−ax2

x2ndx =
(2n− 1)!!

2n

√
π

a2n+1
,

+∞∫
0

e−ax2

x2n+1dx =
n!

2an+1
. (3.5.10)

Из (3.5.9) непосредственно следует распределение по скоростям

ρv(v) = 4π
( m

2πkT

)3
2 · e−

mv2

2kT · v2, (3.5.11)

известное как распределение Максвелла.
Определим среднее значение скорости частицы:

v =

+∞∫
0

vρv dv = 4π
( m

2πkT

)3
2 ·

+∞∫
0

e−
mv2

2kT · v3dv =

√
8kT

πm
, (3.5.12)

где вновь использован один из интегралов (3.5.10). Среднее значение квадрата скорости

v2 =

+∞∫
0

v2ρv dv = 4π
( m

2πkT

)3
2 ·

+∞∫
0

e−
mv2

2kT · v4dv =
3kT

m
. (3.5.13)

Наиболее вероятная скорость vw (положение максимума ρv) определяется нулём произ-
водной ρv:

ρ′v = 4π
( m

2πkT

)3
2 ·e−

mv2

2kT ·
(
2v + v2 ·

(
−2v · m

2kT

))
= 0 ⇒ mv2

w

2kT
= 1 ⇒ vw =

√
2kT

m
. (3.5.14)

Распределение по кинетическим энергиям:

p =
√

2mεT ⇒ dp =

√
m

2 εT

d εT ⇒ ρεT
=

√
m

2 εT

ρp.

Подставляя (3.5.9), получим

ρεT
=

2√
π(kT )3

· e−
εT

kT ·
√
εT . (3.5.15)

Средние значения легко вычислить с помощью (3.5.10)

εT =

+∞∫
0

εt ρεt d εt =
2√

π(kT )3
·

+∞∫
0

e−
εT

kT ε
3/2
T d εT =

3kT

2
, ε2

T =
15

4
(kT )2. (3.5.16)

Соответственно, дисперсия (средняя квадратичная флуктуация) кинетической энергии и от-
носительное отклонение кинетической энергии от среднего значения (относительная флукту-
ация)

∆ εT = ε2
T − εT

2 =
3

2
(kT )2, δ εT =

√
∆ εT

εT

=

√
2

3
.

В модели Больцмана частицы независимы (в частности, статистически), поэтому для системы
в целом

∆ET = N ·∆ εT =
3N

2
(kT )2, δET =

√
N ·∆ εT

NεT

=
δ εT√
N

=

√
2

3N
.
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Числа столкновений: пусть ось x направлена перпендикулярно к стенке сосуда, причём
положительным является направление к стенке. Тогда в единицу времени с единицей площади
стенки сталкиваются все частицы, имеющие скорость vx > 0 и попадающие в цилиндр с еди-
ничным основанием и высотой vx. Таким образом, число столкновений на единицу площади
стенки сосуда в единицу времени

νw =

+∞∫
0

vx ·
Nρvx

V
dvx =

N

V
·

+∞∫
0

vxρvx dvx =
N

V
·
√

kT

2πm
=
Nv

4V
, (3.5.17)

где использовано (3.5.8),
N

V
– плотность, а интегрирование проводится только по положи-

тельным значениям vx, поскольку частицы с vx < 0 движутся от стенки. Если частицы ис-
пытывают упругие соударения со стенкой, то каждая частица передаёт стенке импульс 2mvx.
Значит, импульс, переданный единице поверхности стенки в единицу времени (давление),

p = 2m · N
V
·

+∞∫
0

v2
xρvx dvx =

NkT

V
⇒ pV = NkT (3.5.18)

– уравнение состояния газа Больцмана, совпадающее в уравнением состояния идеального
газа (1.2.1), если положить R = NAk. Подробнее об идеальных газах – в главе 4.

Наконец, определим число столкновений частиц друг с другом; для этого, вначале, запи-
шем кинетическую энергию двух частиц через относительную скорость их движения. Пусть
частицы с массами m1 и m2 имеют координаты q1 и q2, а q = q1−q2 . Поместим начало ко-
ординат в центр масс, тогда новые координаты

q′1 =
m2

m1 +m2

q, q′2 = − m1

m1 +m2

q, εT,1 + εT,2 =
m1q̇′1

2

2
+
m2q̇′2

2

2
=
m′q̇2

2
, m′ =

m1m2

m1 +m2

– приведённая масса. Если рассматривать движение всех частиц системы относительно какой-
то одной, то распределение по относительным скоростям v′ будет, очевидно, совпадать с
(2.1.15), но масса m заменится на приведённую m′. Значит,

ρv′ = 4π

(
m′

2πkT

)3
2

· e−
m′(v′)2

2kT · (v′)2 ⇒ v′ =

√
8kT

πm′ . (3.5.19)

Для того, чтобы найти число столкновений, необходимо действовать по аналогии с (3.5.17),
однако теперь необходимо учесть, что частицы имеют определённый размер. Пусть, для про-
стоты, это сферы, причём нас интересуют столкновения частиц радиуса r1 с частицами радиу-
са r2. В момент столкновения расстояние между центрами частиц составляет (r1 + r2); значит,
столкновение произойдёт в том случае, когда центр одной частицы попадёт в цилиндр, основа-
ние которого имеет радиус (r1 + r2), а высота равна v′. Если число частиц одного сорта равно
N1, а другого сорта N2, то

νm = N1·
N2

V
·π(r1+r2)

2·
+∞∫
0

v′ρv′ dv′ =
N1N2

V
·π(r1+r2)

2·v′ = N1N2

V
·
√

8πkT

m′ ·(r1+r2)
2. (3.5.20)

Если же газ состоит из частиц одного сорта, то m′ =
m

2
и

νm =
2N2d2

V
·
√
πkT

m
, (3.5.21)

где d– диаметр частиц, а также добавлен множитель
1

2
, поскольку каждое столкновение учте-

но дважды.
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3.6. Распределения Ферми-Дирака и Бозе-Эйнштейна

Распределение Больцмана является распределением независимых (невзаимодействующих)
частиц в классическом случае. Получим аналогичное распределение для квантового случая
– считая, что каждая частица системы имеет дискретный энергетический спектр. Частицы
не взаимодействуют, поэтому энергии уровней не зависят от их заселённостей. Заполнение
уровней частицами происходит с учётом спина – для фермионов (частиц с полуцелым спином)
действует принцип запрета Паули, не позволяющий двум частицам (с одинаковой проекци-
ей спина) находиться на одном энергетическом уровне; для бозонов (частиц с целым спином)
запретов на заполнение уровней нет.

Распределение Ферми-Дирака (распределение невзаимодействующих фермионов): каж-
дый энергетический уровень можно рассматривать как отдельную систему, подчиняющуюся
большому каноническому распределению. Если εk – энергия k-го уровня, а nk – его заселён-
ность, то большая сумма по состояниям (3.3.8) для k-го уровня

Ξk =
∑
nk

e
µnk−εk nk

kT = 1 + e
µ−εk

kT ,

поскольку для фермионов разрешены только значения nk = 0, 1.
Согласно (3.4.5) средняя заселённость уровня

〈nk 〉 = kT

(
∂ ln Ξk

∂ µ

)
T,V

=
e

µ−εk

kT

e
µ−εk

kT + 1
=

1

1 + e
εk −µ

kT

(3.6.1)

– распределение Ферми-Дирака.

Распределение Бозе-Эйнштейна (распределение невзаимодействующих бозонов): со-
храняя использованные обозначения, запишем

Ξk =
+∞∑

nk=0

e
(µ−εk)nk

kT =
1

1− e
µ−εk

kT

,

где ряд просуммирован как бесконечно убывающая геометрическая прогрессия (εk ≥ 0, по-

этому выполнение условия e
µ−εk

kT < 1 всегда можно обеспечить, выбирая µ ≤ 0). Таким обра-
зом,

〈nk 〉 = kT

(
∂ ln Ξk

∂ µ

)
T,V

=
e

µ−εk

kT

1− e
µ−εk

kT

=
1

e
εk −µ

kT − 1
(3.6.2)

– распределение Бозе-Эйнштейна.

Переход к распределению Больцмана: легко заметить, что распределения Ферми-Дира-

ка и Бозе-Эйнштейна сводятся к распределению Больцмана в случае e
µ−ε
kT � 1, поскольку

〈nk 〉 =
1

e−
µ−εk

kT ± 1
=

e
µ−εk

kT

1± e
µ−εk

kT

≈ const ·e−
εk

kT ,

где знак "плюс" относится к распределению фермионов, а "минус" – бозонов.
Определим условия перехода к классическому распределению. Если энергетические уров-

ни расположены достаточно близко друг к другу, то они могут быть описаны как непрерывный
спектр. При этом число частиц, имеющих энергию ε,

dN(ε) = 〈nk 〉(ε) · dΩ(ε), (3.6.3)
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где dΩ(ε) – число состояний с энергией ε . Переходя к элементу объёма Γ-пространства (во-
обще говоря, речь идёт об одной частице, то есть Γ-пространство совпадает сM-пространст-

вом – обозначение Γ сохранено для общности) с помощью (3.2.1) и считая, что e
µ−ε
kT � 1,

получим

dN(ε) =
1

h3
· 1

e
ε−µ
kT ± 1

· dΓ(ε) ≈ 1

h3
· e

µ−ε
kT · dΓ(ε).

Для частицы, потенциальная энергия которой равна нулю, ε =
p2

2m
, то есть p =

√
2mε.

Переходя к сферическим координатам в пространстве импульсов, вычислим элемент объёма
Γ-пространства, отвечающий энергии ε

dΓ(ε) =

∫
dp dq =

∫
dq

π
2∫

−π
2

sin θ dθ

2π∫
0

dϕ

∫
p=
√

2m ε

p2dp = 4πV ·
√

2mε · p dp.

Учитывая, что p dp = mdε, получим

dΓ(ε) = 4πV ·
√

2mε ·mdε, dN(ε) =
2πV

h3
· e

µ−ε
kT · (2m)

3
2
√
ε d ε, N =

∫
dN(ε). (3.6.4)

Делая замену z2 = ε, вычислим интеграл

N =
4πV

h3
· (2m)

3
2 · e

µ
kT

+∞∫
0

e−
z2

kT z2dz = V

(
2πmkT

h2

)3
2

e
µ

kT ⇒ µ = −kT ln

V

N

(
2πmkT

h2

)3
2

 .

Для перехода к классическому распределению необходимо, чтобы

e−
µ

kT � 1 ⇒ V

N
·
(

2πmkT

h2

)3
2

� 1, (3.6.5)

то есть m, T,
V

N
� 1 – классическое распределение применимо при больших массах частиц,

высокой температуре и малой плотности системы.

Полезная литература:
1. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, том V – Статистическая физика,

часть 1. М.: Наука, 1976. §§ 29, 37, 38, 39, 53, 54.
2. Isihara A. Statistical physics. Academic press, New York, 1971. §§ 3.1, 4.3.
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4. Статистическая термодинамика. Приложения

4.1. Одноатомный идеальный газ

Определение: идеальным газом называют систему, состоящую из невзаимодействую-
щих частиц. Соответственно, для идеального газа E(p,q) =

∑
i

ε(pi,qi), а распределение ча-

стиц по энергетическим уровням (одночастичным состояниям) определяется распределениями
Больцмана, Ферми-Дирака или Бозе-Эйнштейна в зависимости от природы частиц и самой
системы.

В дальнейшем будем работать только с системами, число частиц в которых постоянно, то
есть использовать исключительно каноническое распределение Гиббса. Первая из таких си-
стем – идеальный газ. Согласно 3.4. для отыскания термодинамических функций исследуемой
системы необходимо вычислить сумму по состояниям. В свою очередь, число возможных со-
стояний и их энергия зависят от природы частиц газа. Наиболее простым является рассмот-
рение одноатомного идеального газа; если же газ образован двух- или многоатомными
молекулами, возникают новые степени свободы (новые координаты частицы), что усложняет
расчёт суммы по состояниям для системы в целом.

Отметим, что, благодаря независимости частиц системы, интеграл (сумма) в выражении
для Z (см. (3.3.6), (3.3.7)) распадается в произведение N одинаковых интегралов (сумм), по-
этому

Z =
zN

N !
, z =

∫
e−

ε
kT dΩ′ =

1

hf
·
∫
e−

ε(pi,qi)
kT dΓ′ (4.1.1)

– сумма по состояниям для одной молекулы, Ω′ – пространство состояний одной молеку-
лы, а dΓ′ – элемент объёма M-пространства (Γ-пространства одной частицы). Деление на
N ! связано с квантово-механическим принципом неразличимости тождественных частиц; тот
же множитель (N !)−1 присутствует в (3.2.1), поэтому в z переход к интегрированию по Γ-
пространству осуществляется простым делением на hf .

В одноатомном газе частицы имеют три поступательные степени свободы, а также внут-
ренние степени свободы – электронные и ядерные. Поступательные и внутренние степени
свободы независимы, поэтому их вклады в z можно вычислять по отдельности.

Поступательная сумма по состояниям: обозначим через ztr поступательную сумму по
состояниям в расчёте на одну степень свободы. Тогда согласно (4.1.1)

z3
tr =

1

h3
·
∫
e−

ε(p,q)
kT dp dq

(здесь и в дальнейшем, если речь идёт об идеальном газе, p и q обозначают импульс и коор-
динаты, а Γ и Ω – соответствующие фазовые пространства одной частицы). Если на газ не

действуют внешние поля, то ε(p,q) =
p2

2m
, и

z3
tr =

1

h3
·
∫
dq

∫
e−

p2

2mkT dp =
4πV

h3
·

+∞∫
0

e−
p2

2mkT p2 dp =

(
2πmkT

h2

)3
2

· V, (4.1.2)

где осуществлён переход к полярным координатам в пространстве импульсов, а интеграл вы-
числен с помощью (3.5.10).

Тот же самый результат можно получить, не переходя к интегрированию по Γ-пространству.
Действительно, каждая частица идеального газа является свободной частицей, помещённой в

объём V – например, в куб с ребром l = V
1
3 . Тогда энергетические уровни частицы заданы
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соотношением εn =
h2n2

2ml2
, n ∈ N (см. лекции по квантовой механике, 2.4). Все одночастичные

состояния невырождены, поэтому суммирование по Ω-пространству эквивалентно суммиро-
ванию по n:

ztr =
+∞∑
n=0

exp

(
− h2n2

2ml2kT

)
≈

+∞∫
0

exp

(
− h2n2

2ml2kT

)
dn =

(
2πmkT

h2

)1
2

· l, (4.1.3)

что совпадает с (4.1.2), поскольку l3 = V. Заметим, что переход от суммирования к инте-
грированию означает приближение интеграла по методу прямоугольников; это приближение
возможно в том случае, когда на каждом отрезке (то есть при изменении n на единицу) изме-
нение интегрируемой функции мало по сравнению с её значением. В рассматриваемом случае
это действительно так, поскольку в показателе экспоненты находится очень малая величина
(h2 ∝ 10−68), а сама экспонента близка к единице. Другими словами, энергетические уров-
ни частицы располагаются близко друг к другу, поэтому дискретный энергетический спектр
можно рассматривать как непрерывный.

Электронная и ядерная суммы по состояниям: для того, чтобы учесть вклад внутренних
степеней свободы атома в сумму по состояниям, необходимо выписать энергетические уровни
атома. Это – задача квантовой химии, которая обычно может быть решена только прибли-
жёнными методами. В общем случае из-за наличия спин-орбитального взаимодействия раз-
делять электронные и ядерные степени свободы вообще нельзя, но для задач статистической
термодинамики приближение независимых электронной и ядерной подсистем оказывается до-
статочно точным. Более того, энергии возбуждения электронов и ядра очень велики (поряд-
ка единиц эВ и десятков кэВ соответственно) по сравнению с энергией теплового движения
(k = 8.1 · 10−5 эВ), поэтому при не очень высоких температурах вкладами в статистическую
сумму, связанными с электронными и (тем более) ядерными возбуждениями, можно прене-
бречь. Соответственно, электронная и ядерная суммы по состояниям будут равны кратностям
вырождения основных состояний.

Основной тип электронного вырождения – мультиплетность по спину; если атом имеет
спин S, то zel = 2S + 1. Если помимо вырождения по спину возможно орбитальное вырожде-
ние (обычно это происходит в соединениях d- и f-элементов), то сохраняется лишь значение
полного момента системы J = L+ S (L – орбитальный момент), и zel = 2J + 1. Наконец, для
ядер возможно только вырождение по спину; если полный спин ядра равен i, то znucl = 2i+ 1.
Таким образом, электронная и ядерная суммы по состояниям являются постоянными мно-
жителями, которые зависят только от строения атома. В дальнейшем будем обозначать этот
множитель через g = zelznucl.

Термодинамические величины: с помощью (4.1.1) запишем полную сумму по состояни-
ям одноатомного идеального газа

Z =
(gz3

tr)
N

N !
=

(
gz3

tre

N

)N

=

(
2πmkT

h2

)3N
2
(
gV e

N

)N

, (4.1.4)

где N ! преобразован по формуле Стирлинга lnN ! = N lnN − N . Используя (3.4.1), (3.4.4),
определим внутреннюю энергию, теплоёмкость и термическое уравнение состояния одноатом-
ного идеального газа

Utr = kT 2

(
∂ lnZ

∂ T

)
V,N

= kT 2 · 3N

2
· 1

T
=

3

2
NkT, (4.1.5)

(cV )tr =

(
∂ U

∂ T

)
V,N

=
3

2
Nk =

3

2
nR, (4.1.6)
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p = kT

(
∂ lnZ

∂ V

)
T,N

=
NkT

V
⇒ pV = nRT. (4.1.7)

Таким образом, термическое уравнение состояния одноатомного идеального газа совпадает с
(1.2.1) – это означает, что газ, рассматриваемый в феноменологической термодинамике как
идеальный, является одноатомным газом невзаимодействующих частиц. Заметим также, что g
(в разумном интервале температур) не зависит от T , поэтому полученные значения внутренней
энергии (теплоёмкости) одноатомного идеального газа одновременно являются поступатель-
ными вкладами в полные внутреннюю энергию (теплоёмкость) многоатомных идеальных газов
(то есть вкладами, связанными с тремя поступательными степенями свободы частицы).

Согласно (3.4.2) энтропия одноатомного идеального газа:

Str = Nk ln

(2πmkT

h2

)3
2

· gV e
N

+
3

2
Nk =

5

2
Nk +

3

2
Nk ln

(
2πmkT

h2

)
+Nk ln

gV

N
(4.1.8)

– формула Сакура-Тетроде, то есть S(N, V, T ) = nS0(T ) + nR lnV − Nk lnN, что отли-
чается от (1.5.4) на слагаемое −Nk lnN . Это и есть зависящая от числа частиц постоянная
интегрирования, которая не может быть определена в рамках феноменологической термоди-
намики. Формула Сакура-Тетроде позволяет разрешить парадокс Гиббса: энтропия 2n моль
газа, занимающего объём 2V ,

S2 = 2nS0(T ) + 2nR ln(2V )− 2nR ln(2nNA) = 2nS0(T ) + 2nR lnV − 2nR ln(nNA) = 2S1,

где S1 = S0(T ) + nR lnV − nR ln(nNA) – энтропия n моль газа, занимающего объём V , а NA

– число Авогадро.
Наконец, с помощью (3.4.3) и (4.1.7) определим энергию Гиббса и химический потенциал

одноатомного идеального газа:

G = F + pV = −NkT ln

(2πmkT

h2

)3
2

· gV e
N

+NkT ln e = −NkT ln

(2πmkT

h2

)3
2

· gV
N

 ,

µ = NA

(
∂ G

∂ N

)
p,T

= −NAkT ln

(2πmkT

h2

)3
2

· gV
N

 (4.1.9)

(выражение под логарифмом не дифференцируется, поскольку при постоянстве p и T плот-

ность газа
N

V
=

p

kT
постоянна).

4.2. Двухатомный идеальный газ

Двухатомная молекула имеет, помимо поступательных и внутренних, вращательные и ко-
лебательную степени свободы. Последние в общем случае не являются независимыми. Тем не
менее, как и в случае внутренних степеней свободы атома достаточно точные термодинамиче-
ские результаты могут быть получены в приближении независимости вращений и колебаний.
Для простоты будем работать в модели "гармонический осциллятор – жёсткий ротатор" (см.
лекции по строению молекул, 1.2 – 1.4).

Вращательная сумма по состояниям: в модели жёсткого ротатора (двух точечных ча-
стиц, находящихся на постоянном расстоянии друг от друга) энергетические уровни вращаю-
щейся молекулы могут быть записаны как

εj =
h2

8π2I
· j(j + 1) = Bj(j + 1), (4.2.1)
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где I – момент инерции молекулы относительно оси вращения (проходящей через центр масс),
B = ~2

2I
– спектроскопический фактор вращения, а j – вращательное квантовое число.

Теперь в соответствии с общим определением (3.3.6) можно записать вращательную сумму
по состояниям (вернее, её квадрат, поскольку двухатомная молекула имеет две вращательные
степени свободы)

z2
rot =

∞∑
j=0

(2j + 1) · e−
Bj(j+1)

kT , (4.2.2)

где множитель (2j + 1) связан с тем, что j-й вращательный уровень (2j + 1) раз вырожден.
Для характеристики вращательных уровней удобно использовать вращательную тем-

пературу θrot = B
k

. При θrot � T в (4.2.2) можно, руководствуясь теми же соображениями,
что и в (4.1.3), перейти от суммы к интегралу (x = j(j + 1))

z2
rot ≈

+∞∫
0

e−
Bj(j+1)

kT · (2j + 1) dj =

+∞∫
0

e−
Bx
kT dx =

kT

B
=

8π2IkT

h2
. (4.2.3)

Учитывая (4.1.1), найдём вклады в термодинамические функции идеального газа, связанные с
двумя вращательными степенями свободы двухатомной молекулы,

Frot = −NkT lnT −NkT ln
8π2Ik

h2
, Urot = NkT, (cV )rot = Nk. (4.2.4)

При θrot � T в z2
rot достаточно сохранить два первых слагаемых:

z2
rot = 1 + 3e−

h2

4π2IkT . (4.2.5)

Соответственно,

Frot = −NkT ln z2
rot = −3NkT · e−

h2

4π2IkT , (4.2.6)

поскольку при x� 1 ln(1 + x) ≈ x.

Srot =
3Nh2

4π2IT

(
1 +

4π2IkT

h2

)
e−

h2

4π2IkT , (cV )rot = 3Nk

(
h2

4π2IkT

)2

e−
h2

4π2IkT . (4.2.7)

Значит, при низких температурах вращательный вклад в теплоёмкость экспоненциально спа-
дает, а при высоких температурах он постоянен. На практике обычно приходится иметь дело
со случаем высоких температур, поскольку в большинстве случаев θrot мала: водород (85.4 К),
дейтерий (43 К), азот (2.9 К), кислород (2.1 К), хлороводород (15.2 К).

Замечание: соотношения (4.2.3)− (4.2.7) оказываются неверными при рассмотрении иде-
ального газа, молекулы которого состоят из одинаковых атомов. Во-первых, в силу принципа
неразличимости тождественных частиц перестановка атомов не изменяет молекулу, то есть
вращательную сумму по состояниям z2

rot необходимо разделить на 2. Кроме этого, симметрия
волновой функции молекулы накладывает ограничения на возможные вращательные состоя-
ния. В том случае, когда сумма спинов ядер чётна, для молекулы разрешены только враща-
тельные состояния с чётными j; если же сумма спинов ядер нечётна, то, наоборот, разрешены
только вращательные состояния с нечётными j. Полное доказательство этого утверждения
можно найти в III томе (Нерелятивистская квантовая механика) Теоретической физики Лан-
дау и Лифшица (§§ 62, 86). Здесь же рассмотрим только случаи i = 0, 1

2
.

При i = 0 ядра являются бозонами, поэтому их полная волновая функция должна быть
симметричной (относительно инверсии в центре масс). Спиновой части у такой волновой функ-
ции нет, а значит пространственная часть должна быть симметричной (чётной). Простран-
ственная же часть для вращательных состояний двухатомной молекулы задана сферическими
гармониками Yjm(θ, ϕ), чётность которых определяется чётностью j.
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При i = 1
2

полная волновая функция антисимметрична. В то же время спиновая часть
Σ(σ1, σ2) антисимметрична при чётном (то есть нулевом) суммарном спине и симметрична при
нечётном (то есть единичном) суммарном спине:

I = i1 + i2 = 0 : Σ(σ1, σ2) =
1√
2

(α(σ1)β(σ2)− β(σ1)α(σ2)) ,

I = 1 : Σ(σ1, σ2) =
1√
2

(α(σ1)β(σ2) + β(σ1)α(σ2)) , α(σ1)α(σ2), β(σ1)β(σ2),

где σ1, σ2 – спиновые переменные, а α, β – спиновые функции (см. лекции по квантовой
химии, 2.4). Таким образом, при чётном суммарном спине спиновая часть волновой функции
антисимметрична, пространственная часть – симметрична: разрешены вращательные состо-
яниям с чётными j; при нечётном суммарном спине – наоборот, разрешены вращательные
состояния с нечётными j.

В общем случае: при полуцелом спине i возможны i конфигураций с чётным суммарным
спином I и (i + 1) конфигурация с нечётным I . При целом i, наоборот, возможны (i + 1) кон-
фигурация с чётным I и i конфигураций с нечётным I . Газы одного и того же химического
состава, но различной спиновой конфигурации имеют разные суммы по состояниям, а потому
различные термодинамические свойства. "Усреднённый" случай можно рассмотреть, разло-
жив сумму по состояниям на два слагаемых с соответствующими коэффициентами: например,
для полуцелого i

z2
rot = ggzg + guzu = gg

∑
j=2n

(2j + 1)e−
h2

8π2IkT
j(j+1) + gu

∑
j=2n+1

(2j + 1)e−
h2

8π2IkT
j(j+1), (4.2.8)

gg =
i

2i+ 1
, gu =

i+ 1

2i+ 1

(деление на (2i+ 1) соответствует сокращению ядерной суммы по состояниям znucl = (2i+ 1),
см. 4.1.).

При низкой температуре изменение направления спина затруднено, поэтому газ может
достаточно долгое время существовать в одной из спиновых форм. Газ с более вероятной
спиновой конфигурацией называют орто-формой, а с менее вероятной конфигурацией –
пара-формой. В случае водорода, молекулы которого составлены из двух атомов протия (H2,
i(H) = 1

2
), синглетная форма является пара-водородом, а триплетная – орто-водородом. В

соответствии с распределением Больцмана соотношение между орто- и пара-формами может
быть найдено как

Northo

Npara

=
guzu

ggzg

≈ gu

gg

=
i+ 1

i
= 3,

где приближённое равенство относится к случаю высоких температур, когда обе суммы по
состояниям (zg и zu) заменяются одним и тем же интегралом, и zg ≈ zu.

Колебательная сумма по состояниям: пусть ν – частота колебаний, тогда энергетиче-
ские уровни гармонического осциллятора могут быть записаны как εn = hν

(
n+ 1

2

)
(см. лек-

ции по квантовой механике, 2.4). Значит, колебательная сумма по состояниям (в расчёте на
одну степень свободы)

zvib =
+∞∑
n=0

e−
hν

(
n+

1
2

)
kT =

e−
hν
2kT

1− e−
hν
kT

, (4.2.9)

где использовано суммирование бесконечно убывающей геометрической прогрессии. Вклады
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одной колебательной степени свободы в основные термодинамические величины:

Fvib =
Nhν

2
+NkT ln

(
1− e−

hν
kT

)
, Svib = −Nk ln

(
1− e−

hν
kT

)
+

Nhν

T

(
e

hν
kT − 1

) ,
Uvib =

Nhν

2
+

Nhν

e
hν
kT − 1

, (cV )vib = Nk

(
hν

kT

)2
e

hν
kT(

e
hν
kT − 1

)2 .

(4.2.10)

Введём колебательную температуру θvib =
hν

k
. При T � θvib

Fvib ≈ −NkT · e−
hν
kT , Svib = Nk · e−

hν
kT +

Nhν

T
· e−

hν
kT ,

Uvib = Nhν · e−
hν
kT , (cV )vib = Nk

(
hν

kT

)2

· e−
hν
kT ,

(4.2.11)

поскольку при x� 1 ln(1− x) ≈ −x. При T � θvib

Fvib =
Nhν

2
+NkT · ln hν

kT
, Svib = −Nk ln

hν

kT
+Nk,

Uvib =
Nhν

2
+NkT, (cV )vib = Nk,

(4.2.12)

поскольку при x� 1 ex ≈ 1 + x.
Замечание: в случае T � θvib возможно использование классического выражения для

энергии гармонического осциллятора ε = p2

2µ
+ µω2q2

2
(µ – приведённая масса молекулы),

zvib =
1

h
·
+∞∫∫
−∞

e−
ε

kT dpdq =
1

h
·
√

2πµkT ·

√
2πkT

µω2
=

2πkT

hω
=
kT

hν
⇒ Fvib = NkT · ln hν

kT
,

что с точностью до слагаемого Nhν
2

(связанного с энергией основного состояния, которая рав-
на нулю в классическом случае) совпадает с первым уравнением (4.2.12). Типичные значения
θvib составляют 100 – 1000 К, поэтому далеко не во всех случаях классический подход явля-
ется корректным.

Теорема равнораспределения: объединяя результаты (4.1.6), (4.2.4) и (4.2.12) легко за-
метить, что при высокой температуре каждая степень свободы даёт в теплоёмкость двухатом-
ного идеального газа вклад, пропорциональный Nk

2
. При этом множитель перед Nk

2
равен чис-

лу квадратов импульсов или координат в слагаемом функции Гамильтона, относящемся к дан-
ной степени свободы. Действительно, поступательному движению вдоль оси ξ отвечает сла-

гаемое
p2

ξ

2m
; вращательному движению вокруг оси η – слагаемое

J2
η

2Iη
(Jη – угловой момент, Iη –

момент инерции). Наконец, одному колебанию отвечает слагаемое p2

2µ
+ µω2q2

2
. Таким образом,

каждая поступательная (или вращательная) степень свободы вносит в теплоёмкость вклад
Nk
2

, а каждая колебательная степень свободы – вклад Nk. Распространение данного утвер-
ждения на многоатомные молекулы получило название теоремы равнораспределения.

При использовании теоремы равнораспределения необходимо помнить о двух её ограни-
чениях:

1. Теорема рассматривает молекулу в модели "гармонический осциллятор – жёсткий ро-
татор", а потому не учитывает эффекты колебательно-вращательного взаимодействия и ан-
гармонизма колебаний.
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2. Теорема верна только для случая высоких температур (T � θrot, θvib). При низких тем-
пературах происходит замораживание степеней свободы – всё меньшее число молекул
ансамбля может находиться в возбуждённом состоянии. Например, при высокой температуре
теплоёмкость двухатомного идеального газа cV =

(
3
2

+ 1 + 1
)
Nk = 7

2
Nk. При охлаждении

ниже θvib колебательный вклад в теплоёмкость экспоненциально спадает, и теплоёмкость га-
за падает до 5

2
Nk. В дальнейшем, при охлаждении ниже θrot, теплоёмкость падает до 3

2
Nk,

и по своим термодинамическим характеристикам двухатомный газ становится неотличим от
одноатомного идеального газа с молекулами той же массы.

4.3. Многоатомный идеальный газ

Вращательная сумма по состояниям: в случае многоатомных молекул zrot складывает-
ся из множителя, связанного со вращением молекулы как целого, и множителя, связанного
со внутренним вращением (вращением отдельных фрагментов). Вращательная температура,
отвечающая вращению молекулы как целого, очень мала (единицы К), поэтому сумма по со-
стояниям может быть рассчитана с помощью классического выражения

ε(J) =
J2

X

2IX
+
J2

Y

2IY
+
J2

Z

2IZ
, (4.3.1)

где J – угловой момент (момент импульса), IX , IY , IZ – главные моменты инерции, аX, Y, Z –
оси подвижной (связанной с молекулой) системы координат (см. лекции по строению молекул,
1.2).

Сумма по состояниям (в расчёте на три степени свободы)

z3
rot =

1

σh3

∫
e−

ε(J)
kT dJXdJY dJZdϕX dϕY dϕZ , (4.3.2)

где ϕX , ϕY , ϕZ – повороты соответствующих осей координат, а σ = σXσY σZ – число сим-
метрии. Множители σα (α = X, Y, Z) равны числу раз, которое молекула совмещается сама
с собой при повороте на 3600 осей X, Y, Z; иначе говоря, это кратность соответствующей оси
симметрии. Если α не является осью симметрии молекулы, то σα = 1.

Преобразуем dϕX dϕY = dΩ (Ω – телесный угол поворотов оси Z), после чего интегри-
рование по углам становится независимым и приводит к множителю 4π · 2π = 8π2. (4.3.2)
преобразуется к

z3
rot =

8π2

σh3
·
√
IXIY IZ · (2πkT )

3
2 . (4.3.3)

Значит, вклад в теплоёмкость многоатомного идеального газа, связанный с вращением моле-
кулы как целого, (cV )rot = 3

2
Nk. Линейные молекулы имеют всего две вращательные степени

свободы, поэтому (cV )rot = Nk.
Вклад внутреннего вращения может быть учтён как в рамках классического, так и в рамках

квантово-механического подхода. В первом случае можно вычислить моменты инерции, ха-
рактеризующие вращение отдельных фрагментов молекулы, и провести интегрирование, ана-
логичное (4.3.2). С другой стороны, экспериментальные и расчётные данные часто позволяют
определить потенциальную энергию внутреннего вращения, тогда зависимость E(ϕ) может
быть непосредственно подставлена в выражение для суммы по состояниям.

Колебательная сумма по состояниям: как известно из лекций по строению молекул (1.4),
в гармоническом приближении колебания N-атомной молекулы могут быть описаны как на-
ложение (3N − 6) (в случае линейной молекулы (3N − 5)) нормальных мод – независимых
гармонических осцилляторов. Вклад каждой из мод в сумму по состояниям и термодинамиче-
ские величины описывается соотношениями (4.2.9)−(4.2.12). Величины νi могут существенно
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различаться, поэтому при повышении температуры будет становиться существенным возбуж-
дение всё большего числа мод, а колебательный вклад в теплоёмкость будет постепенно воз-
растать, стремясь к предельному (в гармоническом приближении) значению (3N − 6) · Nk

2
.

Электронная и ядерная суммы по состояниям: ядерная сумма по состояниям рассчи-
тывается независимо для каждого атома (см. 4.1.), а электронная – для молекулы в целом.
Если электронный спин молекулы равен S (например, для кислорода S = 1), то zel = 2S + 1.

Расчёт констант равновесия: сумма по состояниям даёт исчерпывающую информацию
о термодинамических характеристиках газа, поэтому, зная суммы по состояниям веществ,
участвующих в химической реакции, можно вычислить и константу равновесия этой реакции.
Запишем с помощью (4.1.1), (4.1.2) сумму по состояниям для одной молекулы

z = e−
ε0

kT ·
(

2πmkT

h2

)
V · zint, zint = zrotz

′
vibzelznucl, z

′
vib =

3N−6(5)∏
i=1

1

1− e−
hνi

kT

, (4.3.4)

где ε0 – полная энергия молекулы (энергия атомизации или, как принято в квантовой химии,
полного разделения всех электронов и ядер на бесконечности – для статистической термоди-
намики начало отсчёта обычно не имеет значения). Возникновение ε0 связано с тем, что теперь
нам нужно работать с химически различными молекулами. По этой же причине "модифици-
рована" колебательная сумма по состояниям: энергию основного колебательного состояния
удобно включить к ε0, поскольку эту величину обычно определяют по экспериментальным
данным: энергиям диссоциации. С учётом (4.1.1) полная сумма по состояниям идеального газа

Z =
zN

N !
= e−

N ε0

kT ·
(

2πmkT

h2

)3N
2

·
(
V zinte

N

)N

,

где использована формула Стирлинга.
По аналогии с (4.1.9) запишем химический потенциал газа (zint является таким же не за-

висящим от N множителем как g в (4.1.9))

µ = NA ε0−NAkT ln

(2πmkT

h2

)3
2

· V zint

N

 = NA ε0−NAkT ln
(ztrzint

N

)
. (4.3.5)

Согласно (2.3.15)

Kp = e
−

∆rµ0
T

NAkT = e−
∆r ε0

kT ·
∏

i

(
ztr,izint,i · kT

V

)νi

,

где индекс i обозначает вещества, участвующие в реакции, νi – стехиометрические коэффи-
циенты, а числа частиц N рассчитаны по уравнению состояния идеального газа (4.1.7) при
стандартных условиях (p = 1): N = V

kT
. Объём можно сократить со множителем V из ztr,i,

тогда

Kp = e−
∆r ε0

kT ·
∏

i

(qikT )νi , qi =

(
2πmikT

h2

)3
2

· zint,i. (4.3.6)

Зная Kp, легко вычислить константу равновесия, записанную через концентрации,

c =
N

NAV
=

p

NAkT
, Kc =

∏
i

cνi
i =

∏
i

(
pi

NAkT

)νi

= e−
∆r ε0

kT ·
∏

i

(
qi
NA

)νi

. (4.3.7)
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§§ 4.6–4.10.

4.4. Ферми- и Бозе-газы. Вырожденный идеальный газ

Согласно (3.6.5) распределение Больцмана корректно описывает поведение идеального
газа только при высоких температурах; при низких температурах необходимо использовать
распределения Ферми-Дирака или Бозе-Эйнштейна. Идеальный газ, не подчиняющийся рас-
пределению Больцмана, называют вырожденным. Теория вырожденного идеального газа до-
вольно сложна из-за громоздких выкладок. Некоторые общие результаты получены в лекциях
по статистической термодинамике, глава 2. Здесь же остановимся только на свойствах основ-
ного состояния (состояния, реализующегося при T = 0) вырожденного идеального газа.

Газ Ферми: при T = 0 фермионы, вследствие принципа запрета Паули, занимают N
g

(g = 2S + 1 – спиновая мультиплетность) нижних энергетических уровней. Энергию верх-
него заполненного уровня называют энергией Ферми (εF ); согласно определению, 〈nk 〉 = 1
при εk ≤ εF , и 〈nk 〉 = 0 при εk > εF . Рассматривая (3.6.1) при T → 0 легко заметить, что
указанные условия выполняются в том случае, когда при ε = εF меняется знак показателя
экспоненты. Значит, при T = 0 химический потенциал газа фермионов равен энергии Ферми,
а функция распределения по энергии представляет собой "ступеньку" (1 при ε ≤ εF и 0 при
ε > εF ).

Энергию Ферми можно определить из равенства

N =

εF∫
ε=0

dN(ε) = g

εF∫
ε=0

dΩ(ε) =
g

h3

εF∫
ε=0

dΓ(ε) =
4πgV (2m)

3
2

h3
·

εF∫
0

√
εd ε =

8πgV (2m)
3
2

3h3
· (εF )

3
2 ⇒

⇒ (εF )
3
2 =

3

8πg

(
h2

2m

)3
2

· N
V
, εF =

h2

2m
·
(

3N

8πgV

)2
3

, (4.4.1)

где использованы (3.2.1), (3.6.4). Аналогично полная энергия

U =

εF∫
ε=0

ε dN(ε) =
4πgV (2m)

3
2

h3
·

εF∫
0

(ε)
3
2d ε =

8πgV (2m)
3
2

5h3
(εF )

5
2 =

3

5
N εF . (4.4.2)

Характеристической величиной для описания газа фермионов является температура
Ферми θF = εF

k
. При T � θF можно считать, что распределение частиц по энергиям сла-

бо отклоняется от "ступеньки", отвечающей T = 0. Например, можно определить характер
изменения теплоёмкости газа фермионов. При повышении температуры некоторые частицы
начинают занимать уровни, превышающие εF на энергию порядка kT . Общее число таких ча-
стиц δN = C(ε) · kT, где C(ε) – плотность энергетических уровней. Энергия возбуждения ча-
стиц также имеет порядок kT , поэтому полная энергия системы увеличивается по сравнению
с (4.4.2) на величину порядка T 2. Значит, при низкой температуре теплоёмкость газа ферми-
онов cV ∼ T . Количественную оценку легко провести, раскладывая функцию распределения
в ряд по степеням ε (вывод можно найти в большинстве учебников по статистической физи-
ке – в частности, в полезной литературе). Типичным примером идеального газа фермионов
является электронный газ в металлах, теплоёмкость которых при низкой температуре может
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быть представлена в виде cV = AT + γT 3. Первое слагаемое описывает электронный вклад, а
второе – фононный (вклад колебаний кристаллической решётки и отдельных атомов, см. 4.6.).

Газ Бозе: в случае бозонов запреты на заполнение энергетических уровней отсутствуют,
поэтому при низкой температуре все частицы скапливаются на нижнем энергетическом уровне.
Это явление получило название Бозе-конденсации. Согласно (3.6.2) условие 〈nk 〉→ 0
∀ εk > 0 может быть выполнено только в случае µ = 0. В то же время условие µ = 0 при-
водит к расходимости суммы по состояниям для нижнего энергетического уровня (ε0 = 0) –
физически этому отвечает неограниченное возрастание заселённости нижнего уровня, то есть
Бозе-конденсация.

Считая, что на нижнем энергетическом уровне частиц нет, вычислим полное число частиц
при условии µ = 0. Согласно (3.6.2), (3.6.3)

dN(ε) =
dΩ(ε)

e
ε

kT − 1
⇒ N =

+∞∫
ε=0

dN(ε) =
4πgV (2m)

3
2

h3
·

+∞∫
0

√
εd ε

e
ε

kT − 1
= 2.61gV

(
2πmkT

h2

)3
2

,

где интеграл приведён к Γ-функции (подробнее см. в лекциях по статистической термодина-
мике, 2.4). Полученное соотношение задаёт критическую температуру (температуру кон-
денсации) газа бозонов

Tc =
h2

2πmk
·
(

N

2.61gV

)2
3

(4.4.3)

– наименьшую температуру, при которой частиц на нижнем уровне нет. В случае T < Tc тот
же интеграл даёт число частиц с ненулевой энергией

N ′(T ) = 2.61gV

(
2πmkT

h2

)3
2

= N

(
T

Tc

)3
2

, (4.4.4)

а остальные (N − N ′) частиц имеют нулевую энергию и просто не "попадают" в интеграл,
поскольку подынтегральное выражение имеет особенность при ε = 0.

Аналогично энергия газа бозонов (при T < Tc)

U =

+∞∫
ε=0

ε dN(ε) =
4πgV (2m)

3
2

h3
·

+∞∫
0

(ε)
3
2d ε

e
ε

kT − 1
= 0.77NkT

(
T

Tc

)3
2

, (4.4.5)

а теплоёмкость cV ∼ T
3
2 (полный вывод – в лекциях по статистической термодинамике). При-

мером газа бозонов является 4He, переход которого в сверхтекучее состояние иногда связы-
вают с явлением Бозе-конденсации.

Полезная литература:
1. Bloch F. Fundamentals of statistical mechanics. Imperial college press, 2000. §§ 30, 31.
2. Isihara A. Statistical physics. Academic press, New York, 1971. §§ 4.3–4.6.
3. Климонтович Ю. Л. Статистическая физика. М.: Наука, 1982. §§ 5.4.

4.5. Реальный газ. Газ Ван-Дер-Ваальса

Очевидным недостатком модели идеального газа является пренебрежение взаимодействи-
ем между частицами. В случае одноатомного газа учёт взаимодействия требует введения в
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сумму по состояниям дополнительного множителя, содержащего потенциал межмолекуляр-
ного взаимодействия U(q1, . . .qN):

Z =
1

h3N ·N !
·
(∫

e−
ε(pi)
kT dpi

)N

·
∫
e−

U(q1,...qN )
kT dq1 . . . dqN =

z3N
tr

V N ·N !
· Zconf ,

Zconf =

∫
e−

U(q1,...qN )
kT dq1 . . . dqN (4.5.1)

– конфигурационный интеграл (для идеального газа Zconf = V N ), ε(pi) обозначает кине-
тическую энергию одной частицы, qi – координаты i-ой частицы, ztr – поступательная сумма
по состояниям (4.1.2). В случае многоатомного газа достаточно домножить Z на суммы по
состояниям, отвечающие внутренним степеням свободы. При этом, однако, не будет учтено
влияние взаимной ориентации молекул на потенциал межмолекулярного взаимодействия, а
также влияние взаимодействия на внутренние степени свободы. Такой подход, конечно, явля-
ется приближённым, но в большинстве случаев оказывается достаточно точным.

В наиболее общем случае для отыскания уравнения состояния реального газа необходимо
осуществить групповое разложение конфигурационного интеграла (см. лекции по статистиче-
ской термодинамике, глава 4), при этом после серии довольно утомительно преобразований
удаётся получить уравнение с вириальными коэффициентами (1.2.9). Здесь же ограничимся
приближением слабых парных взаимодействий – методом Урселла-Майера.

Метод Урселла-Майера: представим U(q1, . . .qN) в виде суммы N(N−1)
2

≈ N2

2
одинако-

вых по форме парных потенциалов Uij(qi,qj) = Uij(qij) (qij = qi−qj). Введём функции
Майера

fij = e−
Uij

kT −1, U(q1, . . .qN) =
∑
i<j

Uij(qij) ⇒ e−
U(q1,...qN )

kT =
∏
i<j

(1+fij) ≈ 1+
∑
i<j

fij. (4.5.2)

Это основное приближение метода Урселла-Майера: при групповом разложении конфигура-
ционного интеграла тройные, четверные и более сложные взаимодействия описывают произ-
ведением парных потенциалов (произведением функций Майера), мы же ограничимся суммой
функций Майера. Таким образом, можно переписать (4.5.1)

Zconf =

∫ (
1 +

∑
i<j

fij

)
dq1 . . . dqN = V N +

N2

2
· V N−2 ·

∫∫
fijdqi dqj . (4.5.3)

Перейдём от векторов qi,qj к qij и радиус-вектору центра масс двух частиц q =
qi +qj

2
.

Якобиан этого преобразования равен единице, поэтому∫
fij(qij)dqi dqj = V

∫
fij(qij)dqij = 4πV

∫
fij(r)r

2dr,

где совершён переход к сферическим координатам, поскольку парный потенциал зависит толь-
ко от расстояния между частицами (r). Подставляя в (4.5.3), находим

Zconf = V N

(
1 +

N2B2

V

)
, B2 = 2π

∫ (
e−

Uij(r)

kT − 1

)
r2dr (4.5.4)

– второй вириальный коэффициент. Полная сумма по состояниям реального газа

Z =
z3N

tr

N !
· zN

int ·
(

1 +
N2B2

V

)
. (4.5.5)
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Термодинамические величины: с помощью (3.4.1), (3.4.4), (4.1.5), (4.1.7) найдём внут-
реннюю энергию и термическое уравнение состояния разреженного реального газа

U =
3

2
NkT +

kT 2N2

V
(
1 + N2

V
B2

) (∂ B2

∂ T

)
V,N

≈ 3

2
NkT +

kT 2N2

V

(
∂ B2

∂ T

)
V,N

. (4.5.6)

p =
NkT

V
+ kT

−N2B2

V 2

1 + N2

V
B2

≈ NkT

V
− kTN2B2

V 2
=
NkT

V

(
1− NB2

V

)
, (4.5.7)

где считается, что N2B2

V
= N

V
· NB2 � 1 (газ – разреженный), (1 + x)−1 ≈ 1 − x, после чего

можно пренебречь слагаемым, квадратичным по B2.

Потенциалы межмолекулярного взаимодействия: в качествеUij(r) могут быть исполь-
зованы различные модельные потенциалы. Обычно работают с потенциалами вида

Uij(r) =
A

rn
− B

rm
(A,B > 0),

в которых первое слагаемое описывает отталкивание, второе – притяжение, параметры A,B
определяют по экспериментальным или расчётным данным, а значения n,m выбирают в со-
ответствии со строением молекул газа. При n = 12, m = 6 Uij(r) является хорошо известным
потенциалом Ленарда-Джонса, описывающим взаимодействие двух неполярных молекул.
Нередко используют и более простые модельные потенциалы: например, в модели жёстких
сфер Uij(r) = ∞ при r ≤ r0, Uij(r) = − B

rm при r > r0.

Газ Ван-дер-Ваальса: обозначим через 2r0 значение r, при котором меняется знак парно-
го потенциала (Uij(r) > 0 при r < 2r0, Uij(r) < 0 при r > 2r0) – фактически r0 имеет смысл
эффективного радиуса молекулы. Представим интеграл в (4.5.4) в виде суммы

B2(T ) = 2π

2r0∫
0

(
e−

Uij

kT − 1

)
r2dr + 2π

+∞∫
2r0

(
e−

Uij

kT − 1

)
r2dr.

Будем считать, что в первом слагаемом (то есть при 0 < r < 2r0) Uij � kT, и e−
Uij

kT − 1 ≈ −1.
Во втором слагаемом (при r > 2r0), наоборот, положим |Uij| � kT и ex ≈ 1 + x; тогда

B2(T ) ≈ −16πr3
0

3
− 2π

kT

+∞∫
2r0

Uij(r) r
2dr = −b+

a

kT
, b =

16πr3
0

3
, a = 2π

+∞∫
2r0

|Uij(r)| r2dr. (4.5.8)

Таким образом, второй вириальный коэффициент представлен в виде суммы двух параметров,
один из которых (a) описывает межмолекулярное взаимодействие, а второй (b) характеризует
размер молекулы.

Используя (4.5.6), (4.5.7), определим внутреннюю энергию и термическое уравнение со-
стояния газа Ван-дер-Ваальса

U =
3

2
NkT − N2a

V
, cV =

3

2
Nk = (cV )ideal, (4.5.9)

p =
NkT

V 2

(
V +Nb− Na

kT

)
=
NkT (V +Nb)

V 2
− N2a

V 2
≈ NkT

V −Nb
− N2a

V 2
⇒

⇒
(
p+

N2a

V 2

)
(V −Nb) = NkT, (4.5.10)
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где использовано приближённое равенство

V 2 ≈ V 2 −N2b2 = (V −Nb)(V +Nb) ⇒ V +Nb

V 2
≈ 1

V −Nb

(V � Nb, поскольку газ разрежен, и объём молекул значительно меньше общего объёма си-
стемы). Таким образом, теплоёмкость газа Ван-дер-Ваальса совпадает с теплоёмкостью иде-
ального газа, а термическое уравнение состояния (4.5.10) совпадает с феноменологическим
уравнением (1.2.2).

Полезная литература:
1. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, том V – Статистическая физика,

часть 1. М.: Наука, 1976. §§ 74–76.
2. Isihara A. Statistical physics. Academic press, New York, 1971. §§ 5.1.
3. Кубо Р. Статистическая механика. М.: Мир, 1967. §§ 3.4, 3.5.

4.6. Идеальный кристалл

Определение: идеальным кристаллом называют набор атомов, расположенных в про-
странстве строго периодично. Идеальный кристалл не имеет поверхности, то есть, формально,
его размеры бесконечны, а атомы в таком кристалле не имеют ни поступательных, ни враща-
тельных степеней свободы – только колебательные и внутренние (электронные и ядерные).
Ограничимся рассмотрением колебательных степеней свободы и определим колебательный
вклад в теплоёмкость идеального кристалла – основную составляющую теплоёмкости кри-
сталлических твёрдых тел. Как и в случае колебательных степеней свободы молекул восполь-
зуемся гармоническим приближением. При этом, однако, важно помнить о том, что многие
важные свойства твёрдых тел могут быть корректно описаны лишь при введении ангармони-
ческих поправок (см. лекции по статистической термодинамике, 5.2).

Модель Эйнштейна: каждый атом кристалла имеет три колебательные степени свободы,
то есть кристалл в целом имеет 3N колебательных степеней свободы, которые, как и в слу-
чае молекул, могут быть представлены наложением 3N независимых колебательных мод. В
рамках модели Эйнштейна считают, что все моды характеризуются одинаковой частотой ко-
лебаний ν.

Используя (4.2.9), запишем сумму по состояниям для колебаний атомов кристалла

Zvib =

(
e−

hν
2kT

)3N

(
1− e−

hν
kT

)3N
, lnZvib = −3N

2

hν

kT
− 3N ln

(
1− e−

hν
kT

)
. (4.6.1)

Согласно (3.4.1)

U =
3

2
Nhν + 3Nhν · e−

hν
kT

1− e−
hν
kT

. (4.6.2)

θE =
hν

k
– характеристическая температура Эйнштейна. При T � θE 1− e−

hν
kT ≈ 1,

U ≈ 3

2
Nhν + 3Nhν · e−

hν
kT , cV = 3Nk

(
hν

kT

)2

· e−
hν
kT , (4.6.3)

то есть при понижении температуры теплоёмкость экспоненциально спадает до нуля. При

T � θE e
− hν

kT ≈ 1− hν
kT
,

U ≈ 3

2
Nhν + 3Nhν · kT

hν

(
1− hν

kT

)
≈ 3NkT, cV = 3Nk = 3nR (4.6.4)
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– закон Дюлонга-Пти: при высокой температуре теплоёмкость всякого твёрдого тела не
зависит от температуры и имеет постоянное значение 3nR.

Экспериментально установлено, что для большинства кристаллических твёрдых тел вы-
полняется (с точностью до эффектов, связанных с ангармонизмом колебаний) закон Дюлонга-
Пти, однако при низких температурах теплоёмкость спадает медленнее, чем экспонента. Та-
ким образом, модель Эйнштейна корректно описывает лишь высокотемпературный предел
теплоёмкости.

На самом деле, колебательные моды в кристаллах устроены гораздо сложнее, чем предпо-
лагается в модели Эйнштейна. Для определения нормальных мод колебаний молекулы необ-
ходимо диагонализовать матрицу (3N − 6)× (3N − 6), а в случае кристалла 3N × 3N, причём
N очень велико. По этой причине кристалл никогда не рассматривают как большую молеку-
лу, а решают задачу меньшей размерности, используя свойство периодичности (трансляци-
онной симметрии). Если элементарная ячейка (период повторяемости) кристалла содержит
p атомов, то существует 3p различных зависимостей ω(k), описывающих нормальные моды
колебаний кристалла (здесь k – параметр, имеющий смысл волнового вектора распростра-
нения колебаний по кристаллу). Возбуждение той или иной колебательной моды связывают с
возникновением квазичастицы – фонона, – энергия которой равна "однократному" возбуж-
дению (~ω). Полноценная теория теплоёмкости идеального кристалла может быть построена
только при рассмотрении фононного спектра (то есть зависимостей ω(k)). Более подробную
информацию о колебаниях решётки и фононах можно найти в любом учебнике по физике твёр-
дого тела (например, Ч. Киттель, Введение в физику твёрдого тела. М.: Наука, 1978 (глава 5);
Н. Ашкрофт, Н. Мермин, Физика твёрдого тела. М.: Мир, 1979 (том 2, главы 22–25)). Здесь
же остановимся на более простом подходе, который был развит Дебаем задолго до детальных
исследований проблемы колебаний в кристаллах.

Модель Дебая: будем считать, что 3N нормальных мод колебаний кристалла характери-
зуются не одинаковыми, как в модели Эйнштейна, а различными частотами, причём спектр
этих частот непрерывен. Для того, чтобы найти распределение мод по частотам, Дебай вос-
пользовался моделью распространения упругой волны (например, звука) в сплошной среде.
Если ν – частота колебаний, c – скорость распространения волны, а kw – волновое число
(модуль волнового вектора), то, по определению, эти величины связаны между собой соотно-
шением ν = kwc

2π
. Колебания в кристалле не распространяются и являются стоячими волнами,

поэтому допустимые значения kw можно определить из условия образования стоячих волн.
Пусть кристалл имеет форму куба с ребром L; стоячая волна образуется в том случае, когда в
таком кубе "помещается" целое число полуволн, то есть L = nλ

2
, n ∈ N. Выражая отсюда λ,

определим возможные значения волнового числа

kw =
2π

λ
=
πn

L
⇒ ν =

nc

2L
. (4.6.5)

Стоячие волны могут "распространяться" в различных направлениях, поэтому при опре-
деления полного числа мод с данным n необходимо рассматривать сферу радиуса n (вернее,
восьмую часть этой сферы, поскольку n > 0). Обозначим через Ω(n0) число мод, характери-
зующихся n < n0; Ω(n0) – это восьмая часть объёма шара радиуса n0:

Ω(n0) =
1

8
· 4

3
πn3 ⇒ dΩ =

πn2dn

2
=
π

2

(
2Lν

c

)2
2L

c
· dν =

4πV

c2
· ν2dν,

где использовано (4.6.5). Определим плотность колебательных состояний g(ν) соотношением
g(ν)dν = dΩ, тогда

g(ν) =
4πV

c2
ν2. (4.6.6)
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Интеграл g(ν) даёт общее число состояний. Для того, чтобы этот интеграл был конечен
(3N), необходимо рассматривать лишь некоторый интервал значений ν. Дебай ввёл ограни-
чение по частотам сверху: ν изменяется от нуля до νD, причём νD – дебаевская частота –
является параметром модели и определятся из условия

νD∫
0

g(ν)dν = 3N.

Интегрируя (4.6.6), найдём

3N =
4πV

c2

νD∫
0

ν2dν =
4πV

3c2
ν3

D ⇒ νD =

(
9Nc2

4πV

)1
3

, g(ν) =
9Nν2

ν3
D

. (4.6.7)

По аналогии с (4.6.1)

Zvib =
3N∏
i=1

e−
hνi

kT

1− e−
hνi

kT

⇒

⇒ lnZvib =
3N∑
i=1

(
− hνi

2kT
− ln

(
1− e−

hνi

kT

))
=

νD∫
0

(
− hν

2kT
− ln

(
1− e−

hν
kT

))
g(ν)dν.

Подставляя (4.6.7), получим

lnZvib = −9

8

NhνD

kT
− 9N

ν3
D

·
νD∫
0

ln

(
1− e−

hν
kT

)
ν2dν.

Обозначим через θD =
hνD

k
характеристическую температуру Дебая. Интегрируя по ча-

стям, найдём

9N

ν3
D

·
νD∫
0

ln

(
1− e−

hν
kT

)
ν2dν =

3N

ν3
D

ν3 ln

(
1− e−

hν
kT

)∣∣∣∣νD

0

− h

kT

νD∫
0

ν3dν

e
hν
kT − 1

 =

= 3N ln

(
1− e−

θD

T

)
−N ·D

(
θD

T

)
, D(x) =

3

x3

x∫
0

z3dz

ez − 1

– функция Дебая; ν3 ln

(
1− e−

hν
kT

)
→ 0 при ν→ 0 – в этом легко убедиться с помощью

правил Лопиталя. Таким образом,

lnZvib = −9N

8

θD

T
− 3N ln

(
1− e−

θD

T

)
+N ·D

(
θD

T

)
. (4.6.8)

С помощью (3.4.1) определим внутреннюю энергию и теплоёмкость

U =
9

8
NkθD + 3NkθD ·D

(
θD

T

)
, cV = 3Nk

(
D

(
θD

T

)
− θD

T
·D′

(
θD

T

))
(4.6.9)

(детали вычислений можно найти в лекциях по статистической термодинамике, 5.2). В общем
случае значения функции Дебая могут быть получены путём численного интегрирования. При
низкой температуре (T � θD)D(x) ≈ π4

5x3 (детали – всё там же), поэтому

cV = 3Nk

(
π4

5

(
T

θD

)3

+
3π4

5

(
T

θD

)3
)

=
12Nkπ4

5

(
T

θD

)3

(4.6.10)
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– это так называемый закон кубов Дебая, который описывает типичное поведение теплоём-
кости кристаллических твёрдых тел при низкой температуре. При T � θ D(x) ≈ 1, cV = 3Nk
– закон Дюлонга-Пти.

Точечные дефекты: всякий реальный кристалл имеет дефекты, нарушающие периодич-
ность. Различают дефекты точечные (вакансии, атомы в междоузлиях) и протяжённые (дис-
локации, межзёренные границы, границы двойникования). Возникновение протяжённых де-
фектов может быть исключено путём использования специальных методов роста кристаллов.
В то же время точечные дефекты присутствуют в кристалле всегда. Покажем это на примере
вакансий (дефектов Шоттки).

Пусть появление каждой вакансии увеличивает энергию кристалла на величину εv, тогда
внутренняя энергия кристалла, содержащего Nv вакансий, U = U0 + Nv εv (U0 – энергия
идеального кристалла). Если кристалл содержитN атомов, то существует N !

Nv !(N−Nv)!
способов

разместить Nv вакансий по N позициям. По этой причине энтропия кристалла увеличивается
на величину

k ln

(
N !

Nv!(N −Nv)!

)
= k (N lnN −Nv lnNv − (N −Nv) ln(N −Nv)) ,

где использована формула Ситрлинга. Таким образом, свободная энергия Гельмгольца кри-
сталла, содержащего Nv вакансий,

F = F0 +Nv εv−kT (N lnN −Nv lnNv − (N −Nv) ln(N −Nv)) (4.6.11)

(F0 – свободная энергия идеального кристалла).
Если кристалл имеет постоянный объём, то в состоянии равновесия F минимальна (см.

2.2.), поэтому для определения равновесного числа дефектов необходимо приравнять к нулю
производную F по Nv:

∂ F

∂ Nv

= εv +kT (lnNv − ln(N −Nv)) = 0 ⇒ N∗
v =

Ne−
εv

kT

1 + e−
εv

kT

(4.6.12)

– равновесное число точечных дефектов. Это число равно нулю только при T = 0, то есть
всякий кристалл, находящийся в состоянии термодинамического равновесия, всегда имеет то-
чечные дефекты.

Общие подходы к статистическому рассмотрению кристаллов с точечными дефектами мож-
но найти в лекциях по статистической термодинамике, 5.4. Здесь же просто отметим, что нали-
чие точечных дефектов влияет на сумму по состояниям кристалла. Например, для кристалла
с вакансиями возможность различного размещения Nv вакансий по N позициям даёт конфи-
гурационный вклад в сумму по состояниям

Zconf =
N !

Nv!(N −Nv)!
· e−

N εv

kT . (4.6.13)

Также изменяется колебательная сумма по состояниям; если рассматривать колебания в рам-
ках модели Эйнштейна, то

Zvib =

(
e−

hν
2kT

)(3N−κNv)

(
1− e−

hν
kT

)3N−κNv
·

(
e−

hνv

kT

)κNv

(
1− e−

hνv

kT

)κNv
, (4.6.14)

где κ – координационное число вакантной позиции, а µv – частота колебаний для атомов,
составляющих ближайшее координационное окружение вакансии. В (4.6.14) предполагается,
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что все вакансии располагаются в позициях одного типа, а любые две вакансии не занимают
соседние позиции (не происходит агрегация точечных дефектов).

Полезная литература:
1. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, том V – Статистическая физика,

часть 1. М.: Наука, 1976. §§ 64–66.
2. Bloch F. Fundamentals of statistical mechanics. Imperial college press, 2000. § 27b.
3. Isihara A. Statistical physics. Academic press, New York, 1971. § 4.2.

74



5. Линейная термодинамика необратимых процессов

5.1. Основные понятия

Существенным ограничением термодинамического подхода, изложенного в предшествую-
щих четырёх главах, является рассмотрение только обратимых процессов. В то же время все
процессы, связанные с обменом массой (химические реакции, диффузия), относятся к необра-
тимым. Для анализа подобных процессов был создан новый раздел термодинамики, который
мы очень кратко и поверхностно рассмотрим в этой главе. Начнём с двух постулатов, ограни-
чивающих задачи линейной термодинамике необратимых процессов.

Принцип локального равновесия: систему, выведенную из состояния равновесия, мож-
но представить в виде совокупности малых элементов объёма, каждый из которых можно счи-
тать находящимся в состоянии равновесия. Тогда для каждого элемента системы можно, как и
в термодинамике обратимых процессов, ввести характеристические функции, а для системы в
целом – поля характеристических функций, или, другими словами, такие характеристические
функции, которые зависят не только от своих естественных переменных, но и от координат.

Определение: потоком Ik величины xk называют скорость изменения этой величины.
Силой Xk называют градиент обобщённой силы Pk (определение Pk даётся общим выраже-
нием для работы (1.3.1)).

Ik =
dxk

dt
, Xk = gradPk. (5.1.1)

(сила записана здесь через градиент в качестве примера; в общем случае и потоки, и силы
могут быть скалярами, векторами, матрицами и т. д.)

Определение: зависимости Ik = f(X1, . . . Xn) называют кинетическими уравнениями.
В рамках линейной термодинамики необратимых процессов рассматривают только линейные
кинетические уравнения

Ik =
∑

i

LikXi, (5.1.2)

где Lik – кинетические коэффициенты.

Соотношение взаимности Онзагера: задаёт симметрию кинетических коэффициентов
Lik = Lki. Соотношение взаимности легко доказать с помощью теории флуктуаций (см., на-
пример, Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, том V – Статистическая физика,
часть 1. М.: Наука, 1976. § 120).

Принцип Кюри: как потоки, так и силы могут быть скалярами, векторами, матрицами или
тензорами более высокого ранга. В соответствии с общим принципом симметрии Кюри яв-
ление в системе не может иметь больше элементов симметрии чем породившая его причина.
В применении к кинетическим коэффициентам это означает, что в изотропной системе пото-
ки и силы различной тензорной размерности не могут быть связаны друг с другом; скалярные
потоки зависят только от скалярных сил, векторные – от векторных, и так далее.

Производство энтропии: введём величины σ и ψ – скорость роста энтропии и функ-
цию диссипации соответственно:

σ =
1

V

dSi

dt
, ψ =

1

V
· T dSi

dt
=

1

V
· δQi

dt
, (5.1.3)

где Si – "внутренняя" составляющая энтропии, аQi – нескомпенсированная теплота Клаузи-
уса (см. 1.5.). В соответствии со II началом термодинамики σ, ψ ≥ 0.

Формально теплота Qi связана с работой внутренних сил Xk, то есть по аналогии с (1.3.1)
можно записать δQi =

∑
k

Xkdxk. В свою очередь функция диссипации

ψ =
1

V
· δQi

dt
=

1

V

∑
k

Xk
dxk

dt
=

1

V

∑
k

IkXk ≥ 0 ⇒
∑

k

IkXk ≥ 0 (5.1.4)
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– неравенство Де-Донде.
Теорема Пригожина-Гленсдорфа: в стационарном состоянии при постоянстве кинети-

ческих коэффициентов функция диссипации минимальна.
Проведём доказательство этой теоремы для случая двух сил и двух потоков. Выпишем ки-

нетические уравнения

I1 = L11X1 + L12X2, I2 = L21X1 + L22X2

и запишем с их помощью ψ как функцию X1, X2

ψ = L11X
2
1 + 2L12X1X2 + L22X

2
2 ≥ 0,

где учтено соотношение взаимности L12 = L21. Квадратичная форма, задающая ψ, положи-
тельно определена в случае

L11 ≥ 0, L11L22 − L2
12 ≥ 0 ⇒ L22 ≥ 0. (5.1.5)

С другой стороны, можно выписать ψ как функцию потоков

X1 =
L22I1 − L12I2
L11L22 − L2

12

, X2 =
L11I2 − L12I1
L11L22 − L2

12

, ψ =
L22I

2
1 − 2L12I1I2 + L11I

2
2

L11L22 − L2
12

.

Значит, (
∂ ψ

∂ I1

)
I2

=
2(L22I1 − L12I2)

L11L22 − L2
12

,

(
∂2 ψ

∂ I2
1

)
I2

=
2L22

L11L22 − L2
12

.

В стационарном состоянии значения всех величин постоянны, поэтому I1 = I2 = 0, первая
производная равна нулю – функция диссипации имеет экстремум, – а вторая производная
положительна (см. (5.1.5)). Таким образом, в стационарном состоянии функция диссипации
минимальна.

Уравнение баланса энтропии: свяжем изменение энтропии системы с потоками тепло-
ты и вещества. Начнём с вывода общего уравнения баланса субстанции (то есть всякой экс-
тенсивной физической величины). Изменение количества субстанции Y в заданном объёме
V складывается из субстанции, пришедшей извне, и субстанции, произведённой внутри рас-
сматриваемого объёма, то есть

∂

∂ t

∫∫∫
V

ρY dV = −
∫∫
S

(IY ,n) dS +

∫∫∫
V

σY dV, ρY =
Y

V

– объёмная плотность субстанции, IY – поток субстанции через поверхность S, окружающую
объём V , n – внешняя нормаль к S, σY – функция источника субстанции (количество суб-
станции, произведённое в единице объёма в единицу времени). Преобразуя поверхностный
интеграл в объёмный по теореме Гаусса-Остроградского, получим∫∫∫

V

∂ ρY

∂ t
dV = −

∫∫∫
V

div IY dV +

∫∫∫
V

σY dV ⇒
∂ ρY

∂ t
= − div IY +σY (5.1.6)

– уравнение баланса субстанции, позволяющее связать изменение величины Y с её пото-
ком.

Теперь получим локальную форму уравнения Гиббса – уравнение на объёмные плотности
энтропии и внутренней энергии. Для этого разделим (1.5.1) (в которое в качестве обобщённой
силы добавлен химический потенциал) на V и заметим, что

dY

V
= d

(
Y

V

)
+ Y

dV

V 2
,
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поэтому

T

(
d
S

V
+ S

dV

V 2

)
= d

U

V
+ U

dV

V 2
+ pV

dV

V 2
−
∑

i

µi

(
d
ni

V
+ ni

dV

V 2

)
(индекс i пробегает по всем химическим веществам, содержащимся в системе). Значит,

Tds = du−
∑

i

µidci +

(
U + pV − TS −

∑
i

µini

)
dV

V 2
⇒ Tds = du−

∑
i

µidci, (5.1.7)

где s, u – объёмные плотности энтропии и внутренней энергии соответственно, ci – молярная
концентрация, а U + pV − TS −

∑
i

µini = 0 в соответствии с (2.5.1).

Отнесём (5.1.7) к малому промежутку времени dt

T
∂ s

∂ t
=
∂ u

∂ t
−
∑

i

µi
∂ ci
∂ t

,

после чего выпишем производные внутренней энергии и концентрации с помощью (5.1.6).
Внутренняя энергия не может быть произведена внутри системы, поэтому всё изменение u
связано с потоком теплоты. Изменение концентрации связано с протеканием химических ре-
акций и потоком вещества. Таким образом,

∂ u

∂ t
= − div IQ,

∂ ci
∂ t

= − div Ii +σi,
∂ s

∂ t
= − 1

T
div IQ +

∑
i

µi

T
div Ii−

1

T

∑
i

µiσi, (5.1.8)

где σi – скорость накопления i-ого вещества в результате протекания в системе химических
реакций. Воспользуемся соотношением

a div b = div(ab)− b grad a

для того, чтобы привести (5.1.8) к уравнению баланса (5.1.6):

∂ s

∂ t
= − div

(
IQ−

∑
i µi Ii

T

)
+ IQ grad

1

T
−
∑

i

Ii grad
µi

T
− 1

T

∑
i

µiσi. (5.1.9)

Значит,

IS =
1

T

(
IQ−

∑
i

µi Ii

)
, σ = IQ grad

1

T
−
∑

i

Ii grad
µi

T
− 1

T

∑
i

µiσi.

Наконец, преобразуем

grad
1

T
= − 1

T 2
gradT = − 1

T
grad lnT

и запишем функцию диссипации

ψ = Tσ = − IQ grad lnT −
∑

i

Ii T grad
µi

T
−
∑

i

µiσi = IQ XQ +
∑

i

Ii Xi−
∑

i

µiσi, (5.1.10)

где силы, отвечающие потокам теплоты и вещества,

XQ = − grad lnT, Xi = −T grad
µi

T
(5.1.11)

в соответствии с (5.1.4) (в данном случае деление на объём отсутствует, поскольку уравнение
баланса записано для объёмной плотности энтропии).
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5.2. Примеры

Химические реакции: заметим, что прирост концентрации i-ого вещества в химической
реакции в единицу времени,

σi =
νi

V

dξ

dt
,

где ξ – химическая переменная, определённая в 2.3., а νi – стехиометрический коэффици-
ент i-го вещества (для простоты считаем, что в системе протекает всего одна реакция). Если
система термически однородна, то согласно (5.1.10)

ψ = −
∑

i

µiσi = −
∑

i

νiµi

V

dξ

dt
=
A

V

dξ

dt
=
AW

V
, (5.2.1)

где A – химическое сродство, определённое в (2.3.14), а W – скорость химической реакции
(определение см. в лекциях по химической кинетике, 1.1)

Диффузия: рассмотрим двухкомпонентную термически однородную систему, в которой не
протекают химические реакции. Согласно (5.1.10)

ψ = −
∑

i

Ii gradµi,

где Ii – поток концентрации (который может быть преобразован в поток вещества простым
домножением на V ). Пусть, например, в начальный момент времени система состоит из двух
частей, соотношение компонентов в которых различно. Общее количество вещества в обеих
частях системы постоянно, поэтому потоки двух компонентов одинаковы по величине и раз-
личны по направлению I1 = − I2. Значит,

ψ = − I1 (gradµ1 − gradµ2) . (5.2.2)

Используя уравнение Гиббса-Дюгема (2.4.3), записанное через мольные доли x1, x2, получим

x1 gradµ1 + x2 gradµ2 = 0 ⇒ gradµ1 − gradµ2 =

(
1 +

x1

x2

)
gradµ1 =

1

x2

gradµ1.

Теперь продифференцируем (2.4.9)

gradµi =
RT

γixi

(
γi + xi

∂ γi

∂ xi

)
gradxi =

RT

xi

(
1 +

∂ ln γi

∂ lnxi

)
gradxi

и подставим полученные соотношения в (5.2.2). Функция диссипации при диффузии

ψ = − I1

x2

gradµ1 = −I1RT

x1x2

(
1 +

∂ ln γ1

∂ lnx1

)
gradx1. (5.2.3)

Термодиффузия: это эффект возникновения градиента концентрации в термически неод-
нородных системах. Например, в твёрдом теле, которое помещено в градиент температуры,
может возникать электрический ток – это термоэлектрический эффект. Обратное явле-
ние – возникновение потоков теплоты при наличии градиента концентрации – наблюдалось в
газах (эффект Дюфура).

Для описания термодиффузии необходимо использовать два первых слагаемых (5.1.10);
учитывая, что

grad
µi

T
=

1

T
gradµi −

µi

T 2
gradT,
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получим

ψ = − IQ grad lnT −
∑

i

Ii gradµi +
∑

i

µi Ii

T
gradT = ψQ + (ψd)T + ψQd. (5.2.4)

Таким образом, функция диссипации при термодиффузии складывается из диссипации при
теплопередаче, диссипации при изотермической диффузии (см. (5.2.3)) и перекрёстного члена
ψQd.

Выпишем кинетические уравнения процесса термодиффузии. Согласно (5.1.11), (5.2.2)
потоку теплоты отвечает сила (− grad lnT ), а потоку первого вещества (I1) в двухкомпонент-
ной системе – сила (gradµ2 − gradµ1), поэтому

I1 = L11(gradµ2 − gradµ1)− L1Q grad lnT,

IQ = L1Q(gradµ2 − gradµ1)− LQQ grad lnT,

где учтено соотношение взаимности Онзагера. Записывая L1Q = L11Q (Q – теплота пере-
носа), получим

I1 = −L11((gradµ1 − gradµ2) +Q grad lnT ),

IQ = −L11Q(gradµ1 − gradµ2)− LQQ grad lnT.

Таким образом, в термически однородной системе (gradT = 0) IQ = Q I1, то есть теплота
переноса равна тому тепловому потоку, который вызывает единичный диффузионный поток.

С другой стороны, переписывая (gradµ1 − gradµ2) с помощью (5.2.3), найдём

I1 = −L11
RT

x1x2

(
1 +

∂ ln γ1

∂ lnx1

)
gradx1 − L11Q grad lnT,

IQ = −L11Q
RT

x1x2

(
1 +

∂ ln γ1

∂ lnx1

)
gradx1 −

LQQ

T
gradT.

Наконец, введём обозначения

nD12 = L11
RT

x1x2

(
1 +

∂ ln γ1

∂ lnx1

)
, nDT = L11Q, λ0 =

LQQ

T
, n =

n1 + n2

V
,

где D12 – коэффициент взаимодиффузии, DT – коэффициент термодиффузии, λ0 – коэффи-
циент теплопроводности, а появление множителя n связано с тем, что коэффициент диффузии
(в соответствии с законом Фика) отвечает потоку концентрации, а не мольной доли (c1 = nx1).
Окончательно, кинетические уравнения (впервые полученные Чепменом и Энскогом) прини-
мают вид

I1 = −D12 grad c1 − nDT grad lnT,

IQ = −D12 grad c1 − λ0 gradT.
(5.2.5)

При описании экспериментальных данных по термодиффузии часто используют термодиф-
фузионное отношение kT и термодиффузионный фактор αT :

kT =
DT

D12

, αT =
kT

x1x2

. (5.2.6)

Важным преимуществом этих величин перед коэффициентами диффузии является слабая за-
висимость от температуры.

Для экспериментального определения αT систему приводят в стационарное состояние, то-
гда I1 = 0 (вернее, постоянны значения всех величин, характеризующих систему, то есть нулю
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равен не сам поток, а интеграл этого потока, взятый по любой замкнутой поверхности). Пре-
образуя первое уравнение (5.2.5) с помощью (5.2.6), получим

gradx1 = −αTx1x2 grad lnT ⇒ − dx1

x1(1− x1)
= αTd(lnT ).

Интегрируя, находим соотношение для экспериментального определения термодиффузионно-
го фактора (αT слабо зависит от температуры)

ln
x′1(1− x′′1)

x′′1(1− x′1)
= αT ln

T ′′

T ′
, (5.2.7)

в котором пары (x′1, T
′), (x′′1, T

′′) – значения мольной доли и температуры в двух произвольных
частях системы.

Полезная литература:
1. Базаров И. П. Термодинамика. М.: Высшая школа, 1991. Главы 13, 14.
2. Агеев Е. П. Неравновесная термодинамика в вопросах и ответах. М.: УРСС, 2001.
3. Физическая химия под ред. Б. П. Никольского. Л.: Химия, 1987. Глава 3.
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