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1. Ââåäåíèå: ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

1.1. Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå: ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè äëÿ åãî ýëåìåíòîâ
îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, ïðè÷¼ì ∀ gi, gj ∈ G (gigj) ∈ G, è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1. ∀ gi, gj, gk ∈ G (gigj)gk = gi(gjgk) � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ; (1.1.1)

2. ∃ e ∈ G : ge = eg ∀ g ∈ G � ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà; (1.1.2)

3. ∀ g ∈ G ∃ g−1 ∈ G : gg−1 = g−1g = e � ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà. (1.1.3)

Îïðåäåëåíèå: G1, G2 � ãðóïïû; îòîáðàæåíèå h : G1−→G2, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ
óìíîæåíèÿ, òî åñòü

h : ∀ g1, g2 ∈ G1 h(g1g2) = h(g1)h(g2), (1.1.4)

íàçûâàåòñÿ ãîìîðôèçìîì.
Îïðåäåëåíèå: ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì D ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôíîå îòîá-

ðàæåíèå ýòîé ãðóïïû íà ãðóïïó íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R; R íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ, à dimR = n
� ðàçìåðíîñòüþ (ñòåïåíüþ) ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ∀ a, b ∈ G
D(ab) = D(a)D(b); â ÷àñòíîñòè, ñîïðÿæ¼ííûå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíû ïîäîáíûìè ìàòðè-
öàìè: åñëè a, b, g ∈ G è b = g−1ag, òî D(b) = D−1(g)D(a)D(g).

Îïðåäåëåíèå: ïðåäñòàâëåíèÿ D1 è D2 ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ R1 è R2 îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (èçîìîðôíûìè, ïîäîáíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå A : R1−→R2, è AD1 = D2 A, òî åñòü ∀ g ∈ G AD1(g) = D2(g)A .

Îïðåäåëåíèå: ïóñòü D � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå R; R1 ⊂ R � ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âñåõ D(g) (èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
G); òîãäà ïðåäñòàâëåíèå D1, îáðàçîâàííîå îïåðàòîðàìè D(g), ñóæåííûìè íà R1, íàçûâà-
åòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì D .

Îïðåäåëåíèå: ïóñòü ïðîñòðàíñòâî R ïðåäñòàâëåíèÿ D ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
ïîäïðîñòðàíñòâ R = R1 ⊕R2, ïðè÷¼ì R1, R2 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî G. D1, D2 � ïîä-
ïðåäñòàâëåíèÿ D íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî; òîãäà D ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ïîäïðåäñòàâëåíèé D1, D2 : D = D1⊕D2 .

Îïðåäåëåíèå: ïðåäñòàâëåíèå D ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå R íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì,
åñëè â R ìîæíî ââåñòè òàêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, äëÿ êîòîðîãî âñå îïåðàòîðû D(g)
óíèòàðíû.

Òåîðåìà 1: âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì.
4 Ïóñòü {ei}n

i=1 � áàçèñ R; ââåä¼ì ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ∀ x, y ∈ R

(x, y) =
n∑

i=1

x̄iyi, ãäå xi, yi � êîîðäèíàòû x è y â âûáðàííîì áàçèñå. Î÷åâèäíî, (ei, ej) = δij.

Åñëè êàêèå-òî D(g) íå óíèòàðíû, ââåä¼ì íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈x, y 〉 =
∑
g∈G

(D(g)x,D(g)y).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì

ñâîéñòâàì: 〈 y, x 〉 def
= 〈x, y 〉; 〈αx, y 〉 = α 〈x, y 〉 ∀ α ∈ C; 〈x1 + x2, y 〉 = 〈x1, y 〉+ 〈x2, y 〉;

〈x, x 〉 = 0 ⇒ x = 0 (∀ g 6= 0 D(g) 6= 0).

Ïîêàæåì, ÷òî â íîâîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèåå âñå D(a) óíèòàðíû: 〈D(a)x,D(a)y 〉 =∑
g∈G

(D(g)D(a)x,D(g)D(a)y) =
∑
g∈G

(D(ga)x,D(ga)y) =
∑

(ga)∈G

(D(ga)x,D(ga)y) = 〈x, y 〉 . �
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Îïðåäåëåíèå: ïðåäñòàâëåíèå D ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå R íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì,
åñëè ∃ R1 ⊂ R � íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò íóëåâîãî è ñàìîãî R) ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî G. Åñëè òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íåò, òî ïðåäñòàâëåíèå D íàçûâà-
åòñÿ íåïðèâîäèìûì. Åñëè R ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåòðèâèàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,
èíâàðèàíòûõ îòíîñèòåëüíî G, òî ïðåäñòàâëåíèå D íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì.

Òåîðåìà 2 (Ìàøêå): âñÿêîå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G âïîëíå
ïðèâîäèìî.

4 Ïóñòü R1 ⊂ R � íåòðèâèàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî G.
Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî R = R1 ⊕ R⊥1 , à ïî òåîðåìå 1 â R ìîæíî ââåñòè
òàêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå D ñòàíåò óíèòàðíûì. Ïóñòü x ∈ R1,
y ∈ R⊥1 , òîãäà ∀ g ∈ G (D(g)x,D(g)y) = (x, y) = 0, òî åñòü ∀ y ∈ R⊥1 D(g)y /∈ R1 ⇒
D(g)y ∈ R⊥1 , òî åñòü R⊥1 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî G. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå D
âïîëíå ïðèâîäèìî. �

Ñëåäñòâèå: âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû ëèáî íåïðèâîäèìî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Îïðåäåëåíèå: G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê (÷èñëî ýëåìåíòîâ) êîòîðîé ðàâåí k; R �
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k, à {egi

}k
i=1 � áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ïðåä-

ñòàâëåíèå D, ââîäèìîå ñîîòíîøåíèåì D(gi)egj
= egigj

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì. (Ýòî äåé-

ñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèå, ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ (1.1.4): ∀ j = 1, k D(gigk)egj
= egigkgj

=
D(gi)D(gk)egj

, òî åñòü D(gigk) = D(gi)D(gk))

Òåîðåìà 3: D1, D2 � ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ R1 è R2

ñîîòâåòñòâåííî. A : R1−→R2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, AD1 = D2 A; òîãäà ImA è KerA
èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî G.

4 Ïóñòü y ∈ ImA, òîãäà ∃ x ∈ R1 : Ax = y. ∀ g ∈ G D2(g)y = D2(g)Ax =
AD1(g)x ∈ ImA . Ïóñòü òåïåðü z ∈ KerA, òîãäà A z = 0; ∀ g ∈ G AD1(g)z = D2(g)A z = 0,
òî åñòü D1(g)z ∈ KerA . �

Òåîðåìà 4 (ïåðâàÿ ëåììà Øóðà): D � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðî-
ñòðàíñòâå R. A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â R, ïðè÷¼ì AD = DA; òîãäà
A = λE (λ ∈ C).

4 λ � îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé A, à x 6= 0 � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé
âåêòîð: A x = λx ⇒ (A−λE)x = 0. AD = DA, ïîýòîìó (A−λE)D = D(A−λE) (E � åäè-
íè÷íûé îïåðàòîð). Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, Ker(A−λE) èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî G, îäíàêî D íåïðèâîäèìî, ïîýòîìó ëèáî Ker(A−λE) = 0, ëèáî Ker(A−λE) = R.
Ïåðâûé âàðèàíò íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó ∃ x 6= 0 : x ∈ KerA . Òàêèì îáðàçîì,
Ker(A−λE) = R⇒ A−λE = 0 ⇒ A = λE . �

Òåîðåìà 5 (âòîðàÿ ëåììà Øóðà): D1, D2 � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G
â ïðîñòðàíñòâàõ R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî. A : R1−→R2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷¼ì
AD1 = D2 A; òîãäà A = 0, åñëè D1 è D2 íåýêâèâàëåíòíû, è A = λE, åñëè D1 è D2 ýêâèâà-
ëåíòíû.

4 Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, KerA èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî G, à, ïîñêîëüêó D1 íåïðèâî-
äèìî, KerA = 0 èëè KerA = R1 (âî âòîðîì ñëó÷àå A = 0). Àíàëîãè÷íî ImA èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî G, òî åñòü ImA = R2 èëè ImA = 0. Ïîñëåäíåå âíîâü ñîîòâåòñòâóåò A = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ëèáî A = 0, ëèáî KerA = 0, ImA = R2, òî åñòü îòîáðàæåíèå A ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì, à ïðåäñòàâëåíèÿ D1 è D2 ýêâèâàëåíòíû. Ðàçáèðàÿ ñëó÷àé ýêâèâàëåíòíîñòè
è èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåä¼ííûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ëåììûØóðà, ïîëó÷èì,
÷òî A = λE . �

1.2. Õàðàêòåðû ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé

Îïðåäåëåíèå: G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà; îòîáðàæåíèå ϕ : G−→C íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé,
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îïðåäåë¼ííîé íà ãðóïïå G. Ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè

((ϕ1 +ϕ2)(g) = ϕ1(g) + ϕ2(g), (αϕ)(g) = αϕ(g))

ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà êîíå÷íîé ãðóïïå, êàê
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå: G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà; ôóíêöèÿ ϕ : G−→C íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé,
åñëè ∀ f, g ∈ G ϕ(fg) = ϕ(gf). Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäè-
íàêîâûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ ýëåìåíòàõ G, ïðèíàäëåæàùèõ ê îäíîìó êëàññó ñîïðÿæ¼ííûõ
ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå: ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé ϕ, ψ, îïðåäåë¼ííûõ íà êîíå÷íîé

ãðóïïå G (|G| = k), íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(ψ, ϕ) =
1

k
·
∑
g∈G

ψ(g)ϕ(g). (1.2.1)

Çàìå÷àíèå: åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû G ðàâåí k, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé,
îïðåäåë¼ííûõ íà G, ðàâíà k, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé, îïðåäå-
ë¼ííûõ íà G, ðàâíà ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ G.

4 Ïîñòðîèì ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè ϕi(gj) = δij (i, j = 1, k) (äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ϕi è, äîìíîæàÿ å¼ ñêàëÿðíî íà âñå ϕj, óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó (ϕi, ϕj) = δij). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ
ϕ(gi) = αi, ïîýòîìó ëåãêî ââåñòè ðàçëîæåíèå ϕ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó íàáîðó {ϕi}:

ϕ =
k∑

i=1

αi ϕi . Òàêèì îáðàçîì, {ϕi}k
i=1 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà

G, à ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà k. Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ëåãêî ïðîâåñòè
äëÿ öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé. �

Îïðåäåëåíèå: D � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå R. Õàðàêòåðîì
ïðåäñòàâëåíèÿ D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χD, çàäàííàÿ íà ãðóïïå G ñîîòíîøåíèåì
χD(g) = trD(g).

Çàìå÷àíèå: õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ôóíêöèåé íà ãðóïïå G.
4 Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìàòðèö A, B tr(A B) = tr(B A); äåéñòâèòåëüíî, (A B)ii =

∑
k

Aik Bki,

tr(A B) =
∑
i,k

Aik Bki =
∑
k

(B Akk) = tr(B A). Òàêèì îáðàçîì,

∀ f, g ∈ G χD(fg) = tr(D(f) D(g)) = tr(D(g) D(f)) = χD(gf). � (1.2.2)

Ñëåäñòâèå: õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ìîæíî çàäàâàòü íà êëàññàõ ñîïðÿæ¼í-
íûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå: õàðàêòåðû èçîìîðôíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñîâïàäàþò

(AD1 = D2 A⇒ D1 = A−1 D2 A⇒ ∀ g ∈ G χD1(g) = tr(A−1 D2(g) A) = trD2(g) = χD2(g)).

Çàìå÷àíèå: D � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå
R = R1 ⊕ R2; D = D1⊕D2; òîãäà ∀ g ∈ G χD(g) = χD1(g) + χD2(g) (R1, R2 èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî G, ïîýòîìó ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå áàçèñà âñå ìàòðèöû D(g) ðàçáèâàþòñÿ
íà äâà äèàãîíàëüíûõ áëîêà, à õàðàêòåðû ñêëàäûâàþòñÿ).

Çàìå÷àíèå: ∀ g ∈ G χD(g−1) = χD(g) (êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 1 (1.1), âñÿêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû ìîæåò áûòü ñäåëàíî óíèòàðíûì, ïîýòîìó
D(g−1) = (D(g))−1 = D(g)+ ⇒ trD(g−1) = trD(g)).
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Çàìå÷àíèå: äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ D χD(e) = k, ãäå k � ïîðÿäîê ãðóïïû G.
Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ D ∀ gi, gk 6= e χD(gi) = 0, ïîñêîëüêó D(gi)egk

=
egigk

6= egk
(èíà÷å gigk = gi ⇒ gk = 1, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ). Òàêèì

îáðàçîì, D(gi)egk
íå ñîäåðæèò âêëàäà îò egk

, òî åñòü âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
D(gi), à òàêæå å¼ ñëåä ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà îðòîãîíàëüíîñòè Âèãíåðà): D1, D2 � óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G (|G| = k) â ïðîñòðàíñòâàõ R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî.

D(1)
ij (g), D(2)

ij (g) � ýëåìåíòû ìàòðèö D1(g), D2(g), çàïèñàííûõ â îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçè-
ñàõ. Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ýòè ýëåìåíòû êàê ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà G, ìîæíî çàïèñàòü
îáùåå ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè

(Diα,Djβ) =
1

n
· δijδαβδD1D2 , (1.2.3)

ãäå δD1D2 = 1 â òîì ñëó÷àå, êîãäà D1, D2 ýêâèâàëåíòíû, δD1D2 = 0, åñëè D1, D2 íåýêâèâà-
ëåíòíû, à n � ðàçìåðíîñòü îäíîãî èç ïðåäñòàâëåíèé.

4 Ïóñòü A : R1−→R2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå; Γ =
∑
g∈G

D2(g
−1)AD1(g) : R1−→R2.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåýêâèâàëåíòíûõ D1, D2 . ∀ f ∈ G D−1
2 (f)ΓD1(f) =

= D2(f
−1)ΓD1(f) =

∑
g∈G

D2(f
−1)D2(g

−1)AD1(g)D1(f) =
∑

(gf)∈G

D2((gf)−1)AD1(gf) = Γ ⇒

D2 Γ = ΓD1, òî åñòü Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì âòîðîé ëåììû Øóðà. D1, D2 íåýêâèâàëåíò-
íû; çíà÷èò, Γ = 0. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû îïåðàòîðà Γ:

γαβ =
∑
g∈G

∑
i,j

D(2)
αi (g−1) Aij D(1)

jβ (g) =

=
∑
i,j

Aij

∑
g∈G

D(2)
αi (g) D(1)

jβ (g) = k
∑
i,j

Aij(D(2)
αi ,D

(1)
jβ ) = 0,

(1.2.4)

ïðè÷¼ì ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ A, ïîñêîëüêó âûáîð A ïðîèçâîëåí.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåýêâèâàëåíòíûõ D1, D2 (D(2)

αi ,D
(1)
jβ ) = 0 ∀ i, j, α, β.

Ïóñòü òåïåðü D1 è D2 ýêâèâàëåíòíû; êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì âòîðîé ëåììû Øóðà, ïîýòîìó Γ = λE . Ðàññ÷èòàåì ñëåä îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà

tr(λE) = λn = trΓ = tr

(∑
g∈G

D(2)(g−1) A D(1)(g)

)
=
∑
g∈G

trA = k trA ⇒ λ =
k

n
·
∑
i,j

δij Aij

(îòîáðàæåíèå A âûáðàíî êàê èçîìîðôèçì, îòâå÷àþùèé óñëîâèþ AD2 = D1 A). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Γ ìîæåò áûòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2.4), çàïèñàí â âèäå

γαβ =
∑
i,j

Aij

∑
g∈G

Dαi(g
−1) Djβ(g) = λδαβ = δαβ ·

k

n
·
∑
i,j

δij Aij,

ïðè÷¼ì ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ðàçëè÷íûõ A . Òàêèì îáðàçîì,

(D(2)
αi ,D

(1)
jβ ) =

1

n
· δαβδij. (1.2.5)

Ñîâîêóïíîñòü (1.2.4) è (1.2.5) ïðèâîäèò ê (1.2.3), äîêàçûâàÿ òåîðåìó. �
Òåîðåìà 2: D1, D2 � íåïðèâîäèìûå, íåýêâèâàëåíòíûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êî-

íå÷íîé ãðóïïû G (|G| = k); òîãäà (χD2 , χD1) = 0, (χD1 , χD1) = (χD2 , χD2) = 1. Òàêèì
îáðàçîì, õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ íåèçîìîðôíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû îáðà-
çóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé.
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4 Ïóñòü ìàòðèöû D1(g), D2(g) çàïèñàíû â îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ; òîãäà

(χD2 , χD1) =
1

k
·
∑
g∈G

trD2(g) trD1(g) =
1

k
·
∑
g∈G

∑
i,j

D(2)
jj (g) D(1)

ii (g) =
∑
i,j

(D(2)
jj ,D

(1)
ii ) = 0 (1.2.6)

� ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Àíàëîãè÷íî

(χD1 , χD1) =
∑
i,j

(D(1)
ii ,D

(1)
jj ) =

1

n
·
∑
i,j

δij = 1. � (1.2.7)

Ñëåäñòâèå: åñëè ïðîèçâîëüíîå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå D ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿ-
ìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé D1, . . . Ds, êàæäîå èç êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ â ýòîé

ñóììå mi ðàç, òî χD =
s∑

i=1

miχDi
. Îòñþäà mi = (χD, χDi

), (χD, χD) =
∑
i

m2
i . Â ÷àñòíîñòè,

ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàò åãî õàðàêòåðà ðà-
âåí åäèíèöå. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëîæåíèå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðÿìóþ ñóììó
íåïðèâîäèìûõ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ñëàãàåìûõ.

Ñëåäñòâèå: ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G, èìåþùèå îäèíàêîâûå õàðàêòåðû, ýê-
âèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 3 (Áåðíñàéäà): ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé âñåõ íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G ðàâíà ïîðÿäêó ãðóïïû k.

4 Ïóñòü D � ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå G, à D1, . . .Ds � âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ G. Ðàçìåðíîñòü i-ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà ni; ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ïðåäûäóùåé

òåîðåìû, Di âõîäèò â D ñ êîýôôèöèåíòîì

(χD, χDi
) =

1

k
·
∑
g∈G

χD(g)χDi
(g) =

1

k
· χD(e)χDi

(e) =
k

k
· ni = ni

(êàê óæå îòìå÷àëîñü â çàìå÷àíèè ê îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðà, χD(e) = k. χD(g) = 0 ∀ g 6= e).

Òàêèì îáðàçîì, χD =
p∑

i=1

niχDi
. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿì îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ,

ïîëó÷èì (χD, χD) =
∑
i

n2
i ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, (χD, χD) =

1

k
· χD(e)χD(e) = k, ïîýòîìó∑

i

n2
i = k. �

Òåîðåìà 4: G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà k; âñÿêàÿ öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(g), îïðå-
äåë¼ííàÿ íà G è îðòîãîíàëüíàÿ ê õàðàêòåðàì âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé
ãðóïïû, òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

4 Ïóñòü D � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå G â ïðîñòðàíñòâå R (dimR = n),
A(f) =

∑
g∈G

f(g)D(g) � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

∀ h ∈ G D−1(h)A(f)D(h) =
∑
g∈G

D−1(h)f(g)D(g)D(h) =
∑
g∈G

f(g)D(h−1gh) =

=
∑

(h−1gh)∈G

f(h−1gh)D(h−1gh) = A(f),

ïîñêîëüêó öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ ïðåäñòàâèòå-
ëÿõ îäíîãî êëàññà ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, A(f)D = DA(f), òî åñòü A(f)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïåðâîé ëåììû Øóðà, à ïîòîìó A(f) = λE . Âû÷èñëèì ñëåä (n �
ðàçìåðíîñòü D):

λn = trA(f) =
∑
g∈G

tr
(
f(g)D(g)

)
=
∑
g∈G

f(g)χD(g) = k(f, χD);
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îòñþäà λ =
k

n
(f, χD),

∑
g∈G

f(g)D(g) =
k

n
(f, χD)E = 0, ïîñêîëüêó f îðòîãîíàëüíà êî âñåì

íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì G. D(g) 6= 0 ∀ g ∈ G, çíà÷èò, f(g) = 0 ∀ g ∈ G⇒ f ≡ 0. �
Ñëåäñòâèå: ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû

G ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû.
4 Ïóñòü D1, . . .Ds � íàáîð âñåõ íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé G.

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, {χDi
(g)}s

i=1 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó öåíòðàëü-
íûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà G. Ýòà ñèñòåìà ïîëíà, ïîñêîëüêó, ïî òåîðåìå, âñÿêàÿ öåí-
òðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, îðòîãîíàëüíàÿ êî âñåì χDi

, òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé ðàâíà p; íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçìåð-
íîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ (ñì. çàìå÷àíèå ê
îïðåäåëåíèþ öåíòðàëüíîé ôóíêöèè), ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. �

Òåîðåìà 5: G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà k; D � ïðåäñòàâëåíèå G â ïðîñòðàíñòâå R,
à Γ � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå RΓ ⊂ R (dimRΓ = n); òîãäà îïåðàòîð

P =
n

k
·
∑
g∈G

χΓ(g)D(g) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà RΓ.

4 Ïðîâåðèì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì, òî åñòü P+ = P, P2 = P . Êàê áûëî ïîêàçàíî
â òåîðåìå 1 (1.1), âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óíèòàðíîìó, ïîýòîìó

P+ =
n

k
·
∑
g∈G

χΓ(g)D−1(g) =
n

k
·
∑

g−1∈G

χΓ(g−1)D(g−1) = P .

P2 =
n2

k2

∑
g,h∈G

χΓ(g)χΓ(h)D(g)D(h). (1.2.8)

Âûáåðåì g̃ ∈ G : h = g−1g̃, òîãäà

χΓ(h) = tr(Γ(g−1)Γ(g̃)) =
∑

i

∑
α

γiα(g−1)γαi(g̃),

ãäå γij(g) � ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà Γ(g), çàïèñàííîé â îðòîíîìèðîâàííîì áàçèñå.
Ïîäñòàâëÿÿ â (1.2.8), ïîëó÷èì

P2 =
n2

k2
·
∑

g,g̃∈G

∑
i,j,α

γjj(g)γiα(g)γαi(g̃)D(g)D(g−1)D(g̃) =
n2

k
·
∑
g̃∈G

∑
i,j,α

(γjj, γiα)γαi(g̃)D(g̃) =

=
n

k
·
∑
g̃∈G

∑
i

γii(g̃)D(g̃) =
n

k
·
∑
g̃∈G

χΓ(g̃)D(g̃) = P,

ïîñêîëüêó (γiα, γjj) =
1

n
· δijδαj ñîãëàñíî (1.2.3).

Òåïåðü óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî P ïðîåêòèðóåò âåêòîðû R íà RΓ. Ïóñòü dimR = N, {ei}n
i=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ RΓ, à {ei}N
i=n+1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ R

⊥
Γ .

∀ i P ei =
n

k
·
∑
g∈G

(
n∑

j=1

γjj(g)

)(∑
l

Dli(g)el

)
= n

∑
j,l

(γjj,Dli)el.

l äîñòàòî÷íî áðàòü ëèøü â ãðàíèöàõ òîãî èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî G ïîäïðîñòðàíñòâà
R, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ei, ïîýòîìó ïîä çíàêîì ñóììû âñåãäà ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñîãëàñíî (1.2.3) ýòî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü â ñëó÷àå ei ∈ RΓ. Òàêèì îáðàçîì, P ïåðå-
âîäèò â íîëü âñå áàçèñíûå âåêòîðû R⊥Γ , ñîõðàíÿÿ áàçèñíûå âåêòîðû RΓ â RΓ, òî åñòü P
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà RΓ. �
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1.3. Ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï è ïðåäñòàâëåíèé

Îïðåäåëåíèå: òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì êâàäðàòíûõ ìàòðèö A, B (âîçìîæíî, ðàç-
íîãî ðàçìåðà) íàçûâàþò ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç áëîêîâ Aik B, ïðè÷¼ì ýëåìåíòû òàêîé
ìàòðèöû îáû÷íî íóìåðóþò íå äâóìÿ, à ÷åòûðüìÿ èíäåêñàìè ((A⊗B)ij,kl = Aik Bjl), êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ ñîìíîæèòåëåé.

Çàìå÷àíèå: åñëè ïðîèçâåäåíèÿ A B, C D îïðåäåëåíû, òî

[(A B)⊗ (C D)]ij,kl = (A B)ik(C D)jl =
∑

α

Aiα Bαk ·
∑

β

Cjβ Dβl =
∑
α,β

(Aiα Cjβ)(Bαk Dβl) =

=
∑
α,β

(A⊗C)ij,αβ(B⊗D)αβ,kl = [(A⊗C)(B⊗D)]ij,kl ⇒

⇒ (A B)⊗ (C D) = (A⊗C)(B⊗D). (1.3.1)

Îïðåäåëåíèå: R1, R2 � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñàìè {ei}n1
i=1, {fj}n2

j=1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðîñòðàíñòâî R, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû {eifj}n1,n2

i,j=1 (â îáùåì ñëó÷àå ïîä eifj ïîíè-
ìàåòñÿ ïðîñòàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ, îäíàêî, ìîæåò áûòü è èõ ïðîèçâåäå-
íèåì) íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì (êðîíåêåðîâñêèì) ïðîèçâåäåíèåì R1, R2 â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà R1 ìàòðèöåé A1, à ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà R2 ìàòðèöåé A2 ïðèâîäèò
ê ïðåîáðàçîâàíèþ áàçèñà R ìàòðèöåé (A1⊗A2). Â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàþò R = R1 ⊗ R2,
ïðè÷¼ì dimR = n1n2.

Îïðåäåëåíèå: D1, D2 � ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ R1 è R2

ñîîòâåòñòâåííî. R = R1 ⊗R2; ïðåäñòàâëåíèå D, çàäàâàåìîå â R ìàòðèöàìè D1⊗D2, íàçû-
âàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðåäñòàâëåíèé D1, D2 : D = D1×D2 . Ýòî äåéñòâèòåëüíî
ïðåäñòàâëåíèå, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (1.3.1), ∀ g, h ∈ G

D(gh) = D1(gh)⊗ D2(gh) = (D1(g) D1(h))⊗ (D2(g) D2(h)) = (D1(g)⊗ D2(g))(D1(h)⊗ D2(h)),

è D(gh) = D(g) D(h).
Çàìå÷àíèå: D1, D2 � ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ

R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî; D = D1×D2 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé; òîãäà χD =
χD1χD2 (äåéñòâèòåëüíî, ∀ g ∈ G trD =

∑
i

D(1)
ii (g) · trD(2)(g) = trD(1)(g) · trD(2)(g)).

Òåîðåìà 1: D(g) � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå R ñ
îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè {ei}n

i=1, {fi}n
i=1; òîãäà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Γ = D×D

ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðåäñòàâëåíèé ñ áàçèñàìè

S = {(eifj + ejfi)}i≤j, A = {(eifj − ejfi)}i<j,

ïðè÷¼ì ïðåäñòàâëåíèå â áàçèñå S íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçîâàííûì êâàäðàòîì D ([D×D]s =

Γs), à ïðåäñòàâëåíèå â áàçèñå A � àíòèñèììåòðèçîâàííûì êâàäðàòîì D ([D×D]a = Γa).
Õàðàêòåðû ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

χΓs(g) = 1
2
(χ2

D + χD2), χΓa = 1
2
(χ2

D − χD2).

4 ∀ g ∈ G Γ(g)(eifk + ekfi) =
∑
l,m

Dli Dmk(elfm + emfl) =

=
1

2
·
∑
l,m

(Dli(g) Dmk(g) + Dmi(g) Dlk(g))(elfm + emfl),

ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòíîå íà S, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî G, è

χΓs(g) =
1

2
·
∑
i,k

(Dii(g) Dkk(g) + Dki(g) Dik(g)).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∑
i

Dii = χD, à
∑
i,k

Dik Dki = χD2 , ïîëó÷èì χΓs =
1

2
(χ2

D + χD2). Àíàëîãè÷íî

äëÿ àíòèñèììåòðèçîâàííîãî êâàäðàòà. �

Îïðåäåëåíèå: G1, G2 � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû G (òî åñòü
∀ h ∈ G hG1 = G1h, hG2 = G2h); G1

⋂
G2 = {e}, ∀ g ∈ G ∃ g1 ∈ G1, g2 ∈ G2 : g = g1g2.

Òîãäà ãðóïïà G = G1 × G2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï G1, G2.
Î÷åâèäíî, ÷òî |G1 ×G2| = |G1| · |G2|.

Òåîðåìà 2: G = G1 ×G2, òîãäà êàæäûé ýëåìåíò G îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ G1, G2; ∀ g1 ∈ G, g2 ∈ G g1g2 = g2g1.

4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃ h1, h̃1 ∈ G1, h2, h̃2 ∈ G2 : h1h2 = h̃1h̃2. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà ñëåâà íà h̃−1

1 , à ñïðàâà � íà h−1
2 , ïîëó÷èì h̃−1

1 h1 = h̃2h
−1
2 , íî (h̃−1

1 h1) ∈ G1, à
(h̃2h

−1
2 ) ∈ G2, ïîýòîìó h̃

−1
1 h1 = h̃2h

−1
2 = e⇒ h1 = h̃1, h2 = h̃2.

Ïîêàæåì êîììóòàòèâíîñòü ýëåìåíòîâ ðàçíûõ ïîäãðóïï: èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî ∀ h ∈ G G1 = h−1G1h, òî åñòü (g−1

1 g−1
2 g1) ∈ G2 ⇒ (g−1

1 g−1
2 g1g2) ∈

G2; ñ äðóãîé ñòîðîíû, (g−1
2 g1g2) ∈ G1 ⇒ (g−1

1 g−1
2 g1g2) ∈ G1, ïîýòîìó g−1

2 g−1
1 g1g2 = e ⇒

g1g2 = g2g1. �
Òåîðåìà 3: G = G1 × G2; åñëè A1, A2 � êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ â G1 è G2

ñîîòâåòñòâåííî, òî âñÿêèé êëàññ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ G îáðàçîâàí ïðîèçâåäåíèÿìè
g1g2, ãäå g1 ∈ A1, g2 ∈ A2, è îáðàòíî � âñå ïðîèçâåäåíèÿ òàêîãî âèäà îáðàçóþò êëàññ
ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ â G.

4 ⇒ Îáîçíà÷èì îïåðàöèþ ñîïðÿæ¼íèÿ ñèìâîëîì ≈; g1g2 ≈ g̃1g̃2 ⇒

g̃1g̃2 = (h1h2)
−1g1g2(h1h2) = h−1

2 h−1
1 g1g2h1h2 = (h−1

1 g1h1)(h
−1
2 g2h2) ⇒

⇒ g̃1 = h−1
1 g1h1, g̃2 = h−1

2 g2h2 (ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ðàçëîæåíèå âñÿêîãî ýëåìåíòà G
â ïðîèçâåäåíèå åäèíñòâåííî, à ïåðåñòàíîâêà â ïðîèçâåäåíèÿõ ýëåìåíòîâ ðàçíûõ ïîäãðóïï
âîçìîæíà â ñèëó èõ êîììóòàòèâíîñòè). Òàêèì îáðàçîì, g̃1 ≈ g1, g̃2 ≈ g2.

⇐ g̃1 ≈ g1, g̃2 ≈ g2, òî åñòü ∃ h1 ∈ G1, h2 ∈ G2 : g̃1 = h−1
1 g1h1, g̃2 = h−1

2 g2h2.
g̃1g̃2 = h−1

1 g1h1h
−1
2 g2h2 = (h−1

2 h−1
1 )g1g2(h1h2) = (h1h2)

−1g1g2(h1h2) ⇒ g̃1g̃2 ≈ g1g2. �
Îïðåäåëåíèå: G = G1 × G2 � ãðóïïà; D1, D2 � ïðåäñòàâëåíèÿ G1, G2. Ïðîèçâîëü-

íûé ýëåìåíò G çàäàí ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ G1, G2 : g = g1g2; òîãäà ïðåäñòàâëåíèå
D, çàäàííîå ìàòðèöàìè D(g) = D1(g1) ⊗ D2(g2), íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì
ïðåäñòàâëåíèé D = D1⊗D2 . Ýòî, äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèå G, ïîñêîëüêó, ñîãëàñ-
íî (1.3.1), ∀ g = g1g2, h = h1h2 ∈ G D(gh) = D(g1g2h1h2) = D1(g1h1) ⊗ D2(g2h2) =
(D1(g1) D1(h1))⊗ (D2(g2) D2(h2)) = (D1(g1)⊗ D2(g2)) (D1(h1)⊗ D2(h2)) = D(g) D(h).

Çàìå÷àíèå: G = G1×G2 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà; D1, D2 � ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ G1 è G2

ñîîòâåòñòâåííî; D = D1⊗D2 � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé; òîãäà χD = χD1χD2

(äåéñòâèòåëüíî, ∀ g ∈ G trD =
∑
i

D(2)
ii (g) · trD(1)(g) = trD(1)(g) · trD(2)(g)).

Òåîðåìà 5: G = G1×G2 � ãðóïïà; D1, D2 � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ G1, G2 ñîîò-
âåòñòâåííî; òîãäà D = D1⊗D2 � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå G. Îáðàòíî: âñÿêîå íåïðèâî-
äèìîå ïðåäñòàâëåíèå G ýêâèâàëåíòíî òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïï G1 è G2.

4 ⇒ Ïóñòü |G1| = k1, |G2| = k2, òîãäà, ñ ó÷¼òîì (1.2.6),

(χD, χD) =
1

k1k2

·
∑

(g1g2)∈G

χD(g1g2)χD(g1g2) =

=
1

k1

∑
g1∈G1

χD1(g1)χD1(g1) ·
1

k2

∑
g2∈G2

χD2(g2)χD2(g2) = (χD1 , χD1)(χD2 , χD2) = 1,

(1.3.2)

ïîñêîëüêó D1, D2 íåïðèâîäèìû; çíà÷èò, D òàêæå íåïðèâîäèìî (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû
2, (1.2)).
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⇐ p1, p2 � ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ (÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-
íèé) G1 è G2 ñîîòâåòñòâåííî (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4, 1.2). Çíà÷èò, âñåãî ìîæíî ñîñòàâèòü

(p1p2) ïðîèçâåäåíèé Dij = D
(i)
1 ⊗D

(j)
2 , ãäå D

(i)
1 , D

(j)
2 � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ G1, G2.

Îáùåå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé D òàêæå ðàâíî (p1p2) (òåî-
ðåìà 4), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå Dij íåýêâèâàëåíòíû. Ïî àíàëîãèè ñ (1.3.2)
è, èìåÿ â âèäó (1.2.5), ïîëó÷èì (χDij

, χDkl
) = (χDi

, χDk
)(χDj

, χDl
) = 0, ïîñêîëüêó ëèáî

D
(i)
1 , D

(j)
1 , ëèáî D

(k)
2 , D

(l)
2 íåýêâèâàëåíòíû. �
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2. Âîëíîâûå ôóíêöèè ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì

2.1. Îòäåëåíèå öåíòðà ìàññ

Óñëîâèìñÿ ðàññìàòðèâàòü ìîëåêóëÿðíûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ äåéñòâóþò òîëüêî êóëî-
íîâñêèå ñèëû; òîãäà ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå

H = Tn +Te +Vee+Vne+Vee = −
∑

α

1

2Mα

·∆α−
∑

i

1

2
·∆i+

∑
i<j

1

rij

+
∑
α<β

ZαZβ

rαβ

−
∑
α,i

Zα

riα

, (2.1.1)

ãäå èíäåêñû α, β ñîîòâåòñòâóþò ÿäðàì, à i, j � ýëåêòðîíàì. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâà-
íà àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèö (~ = 1, e = 1, me = 1, åäèíèöà äëèíû � áîðîâñêèé ðàäèóñ
àòîìà). Äëÿ òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ñòàöèîíàð-
íîå èëè íåñòàöèîíàðíîå), âêëþ÷àþùåå â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ êîîðäèíàòû âñåõ ÿäåð è
ýëåêòðîíîâ, íî òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âîçìîæíî ëèøü äëÿ àòîìà âîäîðîäà (ñì.
ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, 2.5). Íà÷í¼ì óïðîùåíèå çàäà÷è ñ îòäåëåíèÿ öåíòðà ìàññ è
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Èòàê, íåîáõîäèìî âûäåëèòü â ãàìèëüòîíèàíå ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì öåí-
òðà ìàññ, òî åñòü äâèæåíèåì ìîëåêóëû êàê öåëîãî. Íà÷í¼ì ñ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ:
òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò {qi} , â êîòîðîé îäíà èç ïåðåìåííûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì öåíòðà ìàññ. Äëÿ ýòîé öåëè õîðîøî ïîäõîäÿò ïåðåìåííûå ßêîáè,
âûñòðàèâàåìûå ïî ïðèíöèïó

q1 = r1− r2, q2 =
m1 r1 +m2 r2

m1 +m2

− r3, . . .qk =
m1 r1 + . . .+mk rk

m1 + . . .+mk

− rk+1, . . . (2.1.2)

(çäåñü ri � ñòàðûå êîîðäèíàòû); ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñò � k-ûé âåêòîð ñîåäè-
íÿåò (k+1)-óþ ÷àñòèöó ñ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû ïåðâûõ k ÷àñòèö. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå qN áóäåò êîîðäèíàòîé öåíòðà ìàññ âñåé ñèñòåìû (N � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö). Óáåäèì-
ñÿ â òîì, ÷òî ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì ßêîáè ïîçâîëèò îòäåëèòü â ãàìèëüòîíèàíå ñëàãàåìûå,
ñâÿçàííûå ñ qN : ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòðèöåé B : qi =

∑
j

Bij rj, òîãäà

∂

∂ rj

=
∑

k

∂ qk

∂ rj

∂

∂ qk

=
∑

k

Bkj
∂

∂ qk

, (2.1.3)

1

mj

∆j =
1

mj

∂

∂ r2
j

=
∑
k,l

1

mj

Bkj Blj
∂

∂ qk

∂

∂ ql

=
∑
k,l

Gkl
∂

∂ qk

∂

∂ ql

, (2.1.4)

ãäå G = B m−1 B+, à m � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç mj (ýëåìåíòû ìàòðèöû
B âåùåñòâåííû, ïîýòîìó çíàê ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ ýêâèâàëåíòåí ïðîñòîìó òðàíñïîíè-
ðîâàíèþ). Îñîáåííî óäîáåí ïåðåõîä ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå G, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
(2.1.1), çàïèñàííûé â ïåðåìåííûõ qi, íå áóäåò ñîäåðæàòü ñìåøàííûå âòîðûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå); â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ ßêîáè

B =



1 −1 0 . . . 0
m1

M2

m2

M2

−1 . . . 0

m1

M3

m2

M3

m3

M3

. . . 0

...
m1

MN

m2

MN

m3

MN

. . .
mN

MN


, (2.1.5)
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ãäå Mk =
k∑

i=1

mi. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî B m−1 B+ =

m−1
r , ãäå mr � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðèâåä¼ííûõ ìàññ, çàäàííûõ óñëî-

âèåì

µk :
1

µk

=
1

Mk

+
1

mk+1

(µN = MN). (2.1.6)

Èòàê, â ïåðåìåííûõ ßêîáè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ qN âûäåëÿþòñÿ â îòäåëüíîå ñëàãàåìîå
îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Ïðîâåðèì îòäåëèìîñòü êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ â ïîòåíöèàëå; çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë
îáëàäàåò òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ, òî åñòü íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè âñåõ
êîîðäèíàò íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. ri =

∑
k

Aik qk, ãäå A = B−1 = m−1 B+ mr, ïîñêîëüêó

B = m−1
r (B+)−1 m . Òàêèì îáðàçîì, ri =

∑
k

1

mi

(B+)ikµk qk =
∑
k

1

mi

Bki µk qk . Òåïåðü ëåã-

êî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì qN âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ri: ñîãëàñíî (2.1.5)

è (2.1.6),
1

mi

BNi µN =
1

mi

mi

MN

µN =
µN

MN

= 1. Èòàê, ∀ i ri = fi(q1, . . .qN−1) + qN : qN

îñóùåñòâëÿåò òðàíñëÿöèþ êîîðäèíàò ìîëåêóëû è íå âëèÿåò íà ïîòåíöèàë V (q1, . . .qN−1).

Ìåæäó òåì, ïåðåõîäèòü ê ïåðåìåííûì ßêîáè äëÿ âñåõ ÷àñòèö ñèñòåìû (è ÿäåð, è ýëåê-
òðîíîâ) íåóäîáíî: â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ ó÷¼ò ñèììåòðèè H (ñì. 5.1).
Îáû÷íî âûäåëÿþò öåíòð ìàññ ïîäñèñòåìû ÿäåð Σ, ïåðåõîäÿ îò R ê Qα (α = 1, k − 1),
è öåíòð ìàññ ïîäñèñòåìû ýëåêòðîíîâ η, ïåðåõîäÿ îò r ê qi (i = 1, N − 1). Â îïåðàòîðå

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè áóäóò îòäåëåíû äâå ïåðåìåííûå (Σ è η):

T = −1

2

k−1∑
α=1

1

µα,n

∆Qα
− 1

2

N−1∑
i=1

1

µi,e

∆qi
− 1

2M
∆Σ −

1

2N
∆η, (2.1.7)

ãäå M � îáùàÿ ìàññà ÿäåð, N � ÷èñëî ýëåêòðîíîâ, à ÷åðåç µα,n è µi,e îáîçíà÷åíû ïðèâå-
ä¼ííûå ìàññû (2.1.6) äëÿ ÿäåð è ýëåêòðîíîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ïåðåìåííûì ßêîáè äëÿ Σ è η: λ = η−Σ,Rcm =
M Σ+N η

M +N
. Îïå-

ðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (2.1.7) ïðèíèìàåò âèä

T = −1

2

k−1∑
α=1

1

µα,n

∆Qα
− 1

2

N−1∑
i=1

1

µi,e

∆qi
− 1

2(M +N)
∆Rcm −

1

2

(
1

M
+

1

N

)
∆λ. (2.1.8)

Êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîòåíöèàëà, â âûðàæåíèÿõ äëÿ Rα, ri îòäåëÿþòñÿ
ðàäèóñ-âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðîâ ìàññ:

Rα = Rα(Q) + Σ = Rα(Q) + Rcm−
N

M +N
λ, (2.1.9)

ri = ri(q) + η = ri(q) + Rcm +
M

M +N
λ, (2.1.10)

ïîýòîìó ñëàãàåìûå ïîòåíöèàëà Vee è Vnn âîîáùå íå áóäóò çàâèñåòü îò Rcm è λ, à äëÿ
Vne îñòàíåòñÿ ëèøü çàâèñèìîñòü îò λ . Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè ñäåëàåì çàìåíó
r̃i = ri(q) + λ = ri−η + λ = ri−Σ (i = 1, N), òî åñòü ñìåñòèì íà÷àëî îòñ÷¼òà ýëåêòðîíîé
ïîäñèñòåìû â òî÷êó öåíòðà ìàññ ÿäåð. Ïîäîáíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, î÷åâèäíî, íå çìåíÿåò
ôîðìó Vee, Vnn, à Vne òàêæå ïåðåñòà¼ò çàâèñåòü îò λ, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (2.1.9) è (2.1.10)

ri−Rα = ri(q) + Rcm +
M

M +N
λ−Rα(Q)−Rcm +

N

M +N
λ = r̃i −Rα(Q). (2.1.11)
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ïðè
çàìåíå r̃i = ri−Σ; çàìåòèì, ÷òî ê îäíèì è òåì æå ïåðåìåííûì ßêîáè qi ìîæíî ïåðåéòè êàê
îò ri, òàê è îò r̃i; â ïåðâîì ñëó÷àå öåíòð ìàññ ñèñòåìû èìååò ðàäèóñ-âåêòîð η, âî âòîðîì �
ðàäèóñ-âåêòîð λ . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ìîæíî
çàïèñàòü

−1

2

N∑
i=1

∆r̃i
= −1

2

N−1∑
i=1

1

µi,e

∆qi
− 1

2N
∆λ. (2.1.12)

Ïðåîáðàçóÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.1.8), íàõîäèì

T = −1

2

n−1∑
α=1

1

µα,n

∆Qα
− 1

2(M +N)
∆Rcm −

1

2

N∑
i=1

∆r̃i
− 1

2M
∆λ. (2.1.13)

Ñîîòâåòñòâåííî,

H = −1

2

n−1∑
α=1

1

µα,n

∆Qα
− 1

2(M +N)
∆Rcm −

1

2

N∑
i=1

∆r̃i
− 1

2M
∆λ + V (Qα, r̃i). (2.1.14)

Òàêèì îáðàçîì, â ãàìèëüòîíèàíå (2.1.1) îòäåë¼í öåíòð ìàññ ìîëåêóëû; òåì íå ìåíåå, íà-
ðóøåí ïðîñòîé âèä îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû, ïîñêîëüêó
N íåçàâèñèìûõ ýëåêòðîííûõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíû r̃i, à λ ÿâëÿåòñÿ ëèøü èõ ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèåé. Âïðî÷åì, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, ïîñêîëüêó
â äàëüíåéøåì áóäåò ââåäåíî ïðèáëèæåíèå Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà (ñì. 2.2), ïîçâîëÿþùåå
ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì ∆λ.

Íàêîíåö, îáîçíà÷èì ãàìèëüòîíèàí, èç êîòîðîãî èñêëþ÷¼íà ïåðåìåííàÿ öåíòðà ìàññ,
÷åðåç

H̃ = −1

2

n−1∑
α=1

1

µα,n

∆Qα
− 1

2

N∑
i=1

∆r̃i
− 1

2M
∆λ + V (Qα, r̃i). (2.1.15)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ H̃, à ïîòîìó îòáðîñèì òèëüäû. Îòìåòèì, ÷òî ðàç-
äåëåíèå ïåðåìåííûõ ïðèâåä¼ò ê óðàâíåíèþ íà êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ

− 1

2(M +N)
∆Rcm ϕ(Rcm) =

P2

2(M +N)
ϕ(Rcm),

ãäå P � èìïóëüñ öåíòðà ìàññ; ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè âîëíîâóþ ôóíê-
öèþ öåíòðà ìàññ ϕ(Rcm) = ei(PRcm) � ïðè íåîáõîäèìîñòè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

äëÿ H̃ ìîãóò áûòü äîìíîæåíû íà òðàíñëÿöèîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ϕ(Rcm).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû êàê öåëîãî; ïîòðåáîâàòü L = 0
(L � ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû) çäåñü íåëüçÿ � ïîäîáíûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ
î÷åíü ïðîñòûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ âèäà

∑
i,α

mk[rk ṙk] = 0 îáû÷íî íåèíòåãðèðóåìû.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå âìåñòî L = 0 èñïîëüçóþò óñëîâèÿ Ýêêàðòà Lα0 =
∑
α

mα[rα0 ṙα], òî åñòü

òðåáóþò ðàâåíñòâà íóëþ óãëîâîãî ìîìåíòà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîé (îáû÷íî
ðàâíîâåñíîé) êîíôèãóðàöèè ÿäåð. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìîäè-
ôèöèðîâàííûå óñëîâèÿ Ýêêàðòà èëè óñëîâèÿ Ýêêàðòà-Ñåéâèöà: ñóììà áåð¼òñÿ íå ïî âñåì
ÿäåðíûì ïåðåìåííûì, à ëèøü ïî ÿäðàì, îòêëîíåíèÿ êîòîðûõ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
äîñòàòî÷íî ìàëû, òî åñòü ïî òåì ÿäðàì, ÷ü¼ ïîëîæåíèå ìîæíî ñ îïðåäåë¼ííîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûì.
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2.2. Îòäåëåíèå ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû.

Ìàññà ÿäåð ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ìàññó ýëåêòðîíîâ, à ïîòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
äâèæåíèå ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû ñëàáî çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû. Ìåæ-
äó òåì, ýëåêòðîííàÿ ïîäñèñòåìà ñîõðàíÿåò çàâèñèìîñòü îò ÿäåðíîé � ïîëíîå ðàçäåëåíèå
ïåðåìåííûõ Q è r ïðîñòî íåðàçóìíî, ïîñêîëüêó îíî îçíà÷àåò ïðåíåáðåæåíèå â (2.1.1)
êóëîíîâñêèì ïðèòÿæåíèåì Vne è ïðåäñòàâëåíèå ìîëåêóëû â âèäå ñèñòåìû îäíîèì¼ííî çà-
ðÿæåííûõ, à ïîòîìó îòòàëêèâàþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ÷àñòèö, íå ñïîñîáíûõ óäåðæèâàòüñÿ
â êîíå÷íîì îáú¼ìå. Èñêîìûé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè
ñèñòåìû â âèäå

Ψ(Q, r) = χ(Q) · Φ(Q, r). (2.2.1)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íîðìèðîâàííîé (〈Ψ|Ψ 〉Q,r = 1) ôóíêöèè Ψ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîç-

ìîæíî âñåãäà: âûáåðåì χ(Q) =
√
〈Ψ|Ψ 〉r, Φ(Q, r) =

Ψ

χ
, òîãäà

〈χ|χ 〉Q = 〈Ψ|Ψ 〉Q,r = 1, 〈Φ|Φ 〉r =
〈Ψ|Ψ 〉r

χ

2

=
χ2

χ2
= 1. (2.2.2)

Ïîäñòàâèì (2.2.1) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà HΨ = EΨ, ãäå H = Tn +Te +V, ïðè÷¼ì Te

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå ñ öåíòðîì ìàññ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû (ïåðåìåííàÿ
λ � ñì. 2.1).

Tn Ψ = Tn(χΦ) = Φ ·Tn χ+χ ·Tn Φ−
∑

α

1

µα

∂ χ

∂Qα

∂ Φ

∂Qα

= Φ ·Tn χ+χ ·Tn Φ+L(χ,Φ), (2.2.3)

ïîñêîëüêó Tn åñòü ñóììà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî Qα . Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà
(Te +V ) íàçûâàåòñÿ ýëåêòðîííûì ãàìèëüòîíèàíîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç He � å¼ äåéñòâèå
íà ïåðåìåííûå Q ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ìóëüòèïëèêàòèâíûì. Ñ ó÷¼òîì (2.2.2)

HΨ = Φ · Tn χ+ χ · Tn Φ + L(χ,Φ) + χ · He Φ = E(χΦ). (2.2.4)

Äîìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà Φ è, èìåÿ â âèäó (2.2.2), óñðåäíèì ïî ïåðåìåííûì r:

Tn χ+ χ (〈Φ|Tn |Φ 〉r + 〈Φ|(Te +V )|Φ 〉r) = 〈Φ|H |Ψ 〉r = Eχ (2.2.5)(
〈Φ|L 〉r = 0, ïîñêîëüêó 0 =

∂ 〈Φ|Φ 〉r
∂Q

= 2

〈
Φ

∣∣∣∣ ∂ Φ

∂Q

〉
r

)
� ýòî ðàâåíñòâî âåðíî ëèøü äëÿ

äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé Φ; â îáùåì ñëó÷àå ê àíàëîãè÷íîìó ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèéòè ïóò¼ì
íàäëåæàùåãî âûáîðà ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ. Îáîçíà÷àÿ

U(Q) = 〈Φ|Tn |Φ 〉r + 〈Φ|(Te +V )|Φ 〉r, (2.2.6)

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ íà χ:
Tn χ+ U(Q)χ = Eχ (2.2.7)

� òàê íàçûâàåìîìó ÿäåðíîìó óðàâíåíèþ. Âûðàæàÿ èç íåãî Tn χ è ïîäñòàâëÿÿ â (2.2.4),
ïîëó÷èì ýëåêòðîííîå óðàâíåíèå

Φ(Eχ− U(Q)χ) + χ · Tn Φ + L(χ,Φ) + χ · He Φ = HΨ = EΦχ⇒

⇒ He Φ + Tn Φ +
1

χ
L(χ,Φ) = U(Q)Φ. (2.2.8)

Ýëåêòðîííîå è ÿäåðíîå óðàâíåíèÿ òî÷íû, îäíàêî îíè èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó,
÷åì èñõîäíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà HΨ = EΨ. Òåì íå ìåíåå, èìåííî ïðè ðàçäåëåíèè
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ÿäåðíîãî è ýëåêòðîííîãî óðàâíåíèé îñîáåííî óäîáíî ââåäåíèå ïðèáëèæåíèé, ñâÿçàííûõ
ñ íåçàâèñèìîñòüþ ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ýëåêòðîí-
íîì óðàâíåíèè (2.2.8) âñåìè ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè ìàññû ÿäåð (ïðèáëèæåíèå Áîðíà-
Îïïåíãåéìåðà), ÷òî ïðèâåä¼ò (2.2.7), (2.2.8) ê óðàâíåíèÿì

He Φ(r,Q) = U1(Q)Φ(r,Q); Tn χ+ U1(Q)χ = Eχ (U1(Q) = 〈Φ|He |Φ 〉r). (2.2.9)

(èç U(Q), âõîäÿùåãî â ÿäåðíîå óðàâíåíèå, åñòåñòâåííûì îáðàçîì èñêëþ÷àåòñÿ 〈Φ|Tn |Φ 〉,
ïîñêîëüêó U(Q) èìååò ñìûñë ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû). Èíîãäà ÿäåðíîå óðàâíå-
íèå âîîáùå íå ðåøàþò, à ýëåêòðîííîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàþò ïðè ôèêñèðîâàííîé êîí-
ôèãóðàöèè ÿäåð, ÷òî ïðèâîäèò ê ãðóáîìó ïðèáëèæåíèþ Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà. Îòìåòèì,
÷òî â îáîèõ ñëó÷àõ â Te îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ñîäåðæàùåå λ (ñì. 2.1, (2.1.13)).

Àäèàáàòè÷åñêèìè ïðèáëèæåíèÿìè íàçûâàþò äîïóùåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê îòñóòñòâèþ â

ýëåêòðîííîì óðàâíåíèè ïðîèçâîäíûõ
∂ Φ

∂Qα

. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì àäèàáàòè÷åñêîãî ïðè-

áëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà. Ðàññìîòðåíèå Tn êàê âîçìóùåíèÿ
ãàìèëüòîíèàíà ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû He ïîçâîëÿåò ââîäèòü â ÿäåðíîå óðàâíåíèå ïî-
ïðàâêè ñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé (ñì. ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, 3.2), ÷òî
ïðèâîäèò ê àäèàáàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèÿì ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Íàïðèìåð, â àäèàáàòè-
÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ýëåêòðîííîå è ÿäåðíîå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

He Φ = U1(Q)Φ; Tn χ+ (U1(Q) + 〈Φ|Tn |Φ 〉r)χ = Eχ. (2.2.10)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ U1(Q) çàäà¼ò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû ìî-
ëåêóëû îò ðàñïîëîæåíèÿ ÿäåð (ïðè äàííîé ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè); ýòó çàâèñèìîñòü
íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èëè òåðìîì (ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíåì)
ìîëåêóëû.

Äëÿ âûõîäà çà ðàìêè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïîëíûé îð-
òîíîðìèðîâàííûé íàáîð ðåøåíèé ýëåêòðîííîãî óðàâíåíèÿ {Φk(r,Q)}, ïî êîòîðîìó ìîæíî
ðàçëîæèòü âñÿêîå òî÷íîå ðåøåíèå ìîëåêóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:

Ψ =
∑

k

χk(Q)Φk(r,Q). (2.2.11)

Äëÿ îòûñêàíèÿ χk(Q) äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü (2.2.11) â óðàâíåíèå HΨ = EΨ, äîìíîæèòü
åãî íà Φ∗l è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïåðåìåííûì r, èìåÿ â âèäó He Φk = UkΦk; ïîëó÷èì
ñèñòåìó óðàâíåíèé ∑

k

〈Φl|Tn |Φk 〉r χk + Ul(Q)χl = Eχl. (2.2.12)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ââåäåíî ïðèáëèæåíèå Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà è ñîñðå-
äîòî÷èìñÿ íà ðåøåíèè ýëåêòðîííîãî óðàâíåíèÿ, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà çàâèñèìîñòü
ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû îò ðàñïîëîæåíèÿ ÿäåð. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå He

èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä (ñì. (2.1.1), (2.1.15))

He = −1

2

N∑
i=1

∆ri
+ Vnn + Vne + Vee = −1

2

N∑
i=1

∆ri
+ Vnn−

∑
i,α

Zα

|Qα− ri |
+
∑
i<j

1

| ri− rj |
. (2.2.13)

2.3. Îïðåäåëèòåëè Ñëýòåðà.

Ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû (2.2.13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

He = ao +
∑

i

ĥ(i) +
∑
i<j

ĝ(i, j), (2.3.1)
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ãäå ĥ(i) = −1

2
∆ri

−
∑
α

Zα

|Qα− ri |
� îäíîýëåêòðîííûå, à ĝ(i, j) =

1

| ri− rj |
� äâóõýëåêòðîííûå

îïåðàòîðû; a0 = Vnn. Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé èëè âàðèàöè-
îííûìè ìåòîäàìè íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ýíåðãèÿ ñèñòåìû � ñðåäíåå çíà÷åíèå He, òî åñòü
èíòåãðàëû 〈Φ|He |Φ 〉. Ñèììåòðèÿ He îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö
(ñì. 5.1) ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî âñå 〈Φ| ĥ(i)|Φ 〉 îäèíàêîâû (äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïåðå-
ñòàíîâêó 1 ↔ i � çíàê ïðè êàæäîé èç Φ èçìåíèòñÿ, òî åñòü âñåãî èçìåíèòñÿ äâàæäû);
àíàëîãè÷íî îäèíàêîâû âñå 〈Φ| ĝ(i, j)|Φ 〉 . Òàêèì îáðàçîì,

〈Φ|He |Φ 〉 = a0 +N 〈Φ| ĥ(1)|Φ 〉+N(N − 1)

2
〈Φ| ĝ(1, 2)|Φ 〉 (2.3.2)

� íåîáõîäèìî èñêàòü èíòåãðàëû Φ ëèøü íà îäíî- è äâóõýëåêòðîííûõ îïåðàòîðàõ, ÷òî ïîç-
âîëÿåò çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö ïëîòíîñòè
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì. (2.5.3)).

Çäåñü æå îñòàíîâèìñÿ íà äðóãîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì � ïîñòðî-

åíèè âîëíîâûõ ôóíêöèé â âèäå îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà. Îáîçíà÷èì Πk =
N∏

i=1

ϕki
(i), ãäå

k = (k1, . . . kN); ϕki
(i) � îäíîýëåêòðîííûå âîëíîâûå ôóíêöèè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Øðåäèí-

ãåðà äëÿ îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ ĥ(i)ϕki
(i) = εki

ϕki
(i), òî åñòü âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðî-

íà â ïîëå ÿäåð (îáîçíà÷åíèå ki íå ñëó÷àéíî, ïîñêîëüêó îäíîýëåêòðîííîå óðàâíåíèå èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, è, âîîáùå ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàíèå âñåãî N ðåøåíèé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ìíîãîýëåêòðîííîé ôóíêöèè � îäíîýëåêòðîííîå ïðèáëèæåíèå (ñì. 3.1) � íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì). Ôóíêöèè ϕki

çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è íàçûâàþòñÿ îð-
áèòàëÿìè. Ñïèí ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ó÷ò¼í ïóò¼ì äîìíîæåíèÿ íà ñïèíîâóþ ôóíêöèþ
(ñì. 2.4). Ñèììåòðèÿ ýëåêòðîííîãî ãàìèëüòîíèàíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê òîæäåñòâåí-
íûõ ÷àñòèö ïîçâîëÿåò ðàñêëàññèôèöèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè H ïî íåïðèâîäèìûì
ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû SN ïåðåñòàíîâîê N ÷àñòèö (ñì. 4.1). Äëÿ ýëåêòðîíîâ � ÷àñòèö ñ
ïîëóöåëûì ñïèíîì, òî åñòü ôåðìèîíîâ � íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îäíîìåðíîå àíòèñèììåò-
ðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîñòðîåííîå êàê 1 äëÿ ÷¼òíûõ è −1 äëÿ íå÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê.
Ñîîòâåòñòâåííî, õàðàêòåð òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâåí (−1)[p], ãäå p � ÷¼òíîñòü ïåðåñòà-
íîâêè, à ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàòî-

ðîì Pas =
1

N !
·
∑

p∈SN

(−1)[p] P (ñì. 1.2, òåîðåìà 5), ãäå |SN | = N !, à îïåðàòîð P èçìåíÿåò

íóìåðàöèþ ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêîé p.
Ïîäåéñòâóåì Pas íà Πk:

Pas Πk =
1

N !

∑
(l1,...lN )

(−1)[(l1,...lN )] ϕk1
(l1) . . . ϕkN

(lN) =
1

N !
·

∣∣∣∣∣∣∣
ϕk1

(1) ϕk1
(2) . . . ϕk1

(N)
...

ϕkN
(1) ϕkN

(2) . . . ϕkN
(N)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ Pas Πk àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ýëåêòðîííûõ
ïåðåìåííûõ; äëÿ óäîáñòâà âûêëàäîê â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü Φk =

√
N !Pas Πk

� íîðìèðîâàííûå (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå) îïðåäåëèòåëè.

Îäíîýëåêòðîííûå ôóíêöèè {ϕki
} ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå ïîëíîãî îðòîíîðìèðî-

âàííîãî íàáîðà; òîãäà âñå ñòðîêè ôîðìèðóåìîãî èìè îïðåäåëèòåëÿ áóäóò âçàèìíî îðòî-
ãîíàëüíû, ïðèâîäÿ ïðè àíòèñèììåòðèçàöèè ê òàê íàçûâàìûì îïðåäåëèòåëÿì Ñëýòåðà
èëè ñëýòåðîâñêèì äåòåðìèíàíòàì. Âûäåëèì "íóëåâóþ" ïåðåñòàíîâêó 0 = (1, 2, . . . N) è
ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïðàâèëà ðàñ÷¼òà èíòåãðàëîâ, îáðàçóåìûõ îïðåäåëèòåëÿìè Ñëýòåðà
(ïðàâèëà Ñëýòåðà). Áóäåì èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî Φk, íî è òàê íàçûâàåìûå âîçáóæä¼ííûå
îïðåäåëèòåëè Ñëýòåðà Φm1...ml

n1...nl
� îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷àåìûå èç Φ0 çàìåíîé ϕn1

, . . . ϕnl
â Φ0

íà ϕm1
, . . . ϕml

ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà.
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Ïðàâèëà Ñëýòåðà: ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð A, ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé îäíî-
è äâóõýëåêòðîííûõ îïåðàòîðîâ A =

∑
i

â(i) +
∑
i<j

b̂(i, j). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ 〈 i| â |j 〉 =

〈ϕi(1)| â(1)|ϕj(1) 〉, 〈 ij| b̂ |kl 〉 = 〈ϕi(1)ϕj(2)| b̂(1, 2)|ϕk(1)ϕl(2) 〉, òîãäà

1. 〈Φ0|Φk 〉 = det || 〈ϕi |ϕkj
〉 ||Ni,j=1 (2.3.3)

2. 〈Φ0|A |Φ0 〉 =
∑

i

〈 i| â |i 〉+
∑
i<j

(〈 ij| b̂ |ij 〉− 〈 ij| b̂ |ji 〉) (2.3.4)

3. 〈Φ0|A |Φm1
n1
〉 = 〈n1| â |m1 〉+

∑
j 6=n1

(〈n1j| b̂ |m1j 〉− 〈n1j| b̂ |jm1 〉) (2.3.5)

4. 〈Φ0|A |Φm1m2
n1n2

〉 = 〈n1n2| b̂ |m1m2 〉− 〈n1n2| b̂ |m2m1 〉 (2.3.6)

5. 〈Φ0|A |Φm1...ml
n1...nl

〉 = 0 ïðè l > 2. (2.3.7)

4 Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñ P . Òîãäà

〈Φ0|B |Φk 〉 = N ! · 〈Pas Π0|B |Pas Πk 〉 = N ! · 〈Π0|P+
as BPas |Πk 〉 .

P+
as = Pas, P2

as = Pas (ñì. 1.2, òåîðåìà 5); BPas = Pas B, ïîýòîìó P+
as BPas = BPas .

Ñîîòâåòñòâåííî,

〈Φ0|B |Φk 〉 = N ! · 〈Π0|BPas |Πk 〉 =

=
∑

(p1,...pN )

(−1)[p1,...pN ] 〈ϕ1(1) . . . ϕN(N)|B |ϕk1
(p1) . . . ϕkN

(pN) 〉 . (2.3.8)

Ïóñòü B = 1, òîãäà (2.3.8) ñâîäèòñÿ ê

〈Φ0|Φk 〉 =
∑

(p1,...pN )

(−1)[p1,...pN ] 〈ϕ1(1) . . . ϕN(N)|ϕk1
(p1) . . . ϕkN

(pN) 〉 =

= det || 〈ϕi |ϕkj
〉 ||Ni,j=1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò (2.3.3). Îòìåòèì îðòîãîíàëüíîñòü

〈Φ0|Φm1
n1
〉 = det


〈ϕ1 |ϕ1 〉 0 . . . 0 0

...
0 . . . 〈ϕn1

|ϕm1
〉 . . . 0

...
0 0 . . . 0 〈ϕN |ϕN 〉

 = 0, (2.3.9)

ïîñêîëüêó 〈ϕn1
|ϕm1

〉 = 0; 〈Φk|Φk 〉 =
N∏

i=1

〈ϕki
|ϕki

〉 = 1 � îïðåäåëèòåëè Ñëýòåðà äåéñòâè-

òåëüíî íîðìèðîâàíû.
Ïóñòü òåïåðü B =

∑
i

â(i); (2.3.8) ïðèíèìàåò âèä

〈Φ0|
∑

i

â(i)|Φ0 〉 =

=
∑

i

∑
(p1,...pN )

(−1)[p1,...pN ] 〈ϕ1(1) . . . ϕN(N)| â(i)|ϕp1
(1) . . . ϕpN

(N) 〉 =

=
∑

i

∑
(p1,...pN )

(−1)[p1,...pN ] 〈ϕ1(1)|ϕp1
(1) 〉 · . . . · 〈ϕN(N)|ϕpN

(N) 〉 · 〈ϕi(i)| â(i)|ϕpi
(i) 〉

(2.3.10)
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(èç ïðîèçâåäåíèÿ âûíåñåí èíòåãðàë ñ ϕi, ïîñêîëüêó íà ýòó îðáèòàëü äåéñòâóåò â(i); ïå-
ðåñòàíîâêè (p1, . . . pN) ïåðåìåùåíû â íîìåðà ôóíêöèé äëÿ óäîáñòâà âûïèñûâàíèÿ ñîìíî-
æèòåëåé). Îäíîýëåêòðîííûå âîëíîâûå ôóíêöèè îðòîíîðìèðîâàíû, ïîýòîìó âûðàæåíèå,
ñòîÿùåå ïîä çíàêîì ñóììû, îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â ñëó÷àå pj = j ∀ j 6= i; çàäàíèå
(N − 1) èíäåêñîâ ïåðåñòàíîâêè çàäà¼ò âñþ ïåðåñòàíîâêó N ÷èñåë, ïîýòîìó pi = i è, ïî
àíàëîãèè ñ (2.3.2),

〈Φ0|
∑

i

â(i)|Φ0 〉 =
∑

i

〈 i| â(i)|i 〉 =
∑

i

〈ϕi(i)| â(i)|ϕi(i) 〉 =
∑

i

〈 i| â |i 〉 . (2.3.11)

Åñëè îäèí èç îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà, âõîäÿùèõ â èíòåãðàë, âîçáóæä¼í áîëåå ÷åì îäíî-
êðàòíî, òî ðåàëèçàöèÿ òðåáîâàíèÿ ðàâåíñòâà èíäåêñîâ íåâîçìîæíà, ïîýòîìó

〈Φ0|
∑

i

â(i)|Φm1...ml
n1...nl

〉 = 0 ∀ l > 2. (2.3.12)

Äëÿ îäíîêðàòíî âîçáóæä¼ííîãî îïðåäåëèòåëÿ Φm1
n1

îò íóëÿ îòëè÷àåòñÿ òîëüêî ñëàãàåìîå ñ
i = n1, pi = m1; çíà÷èò,

〈Φ0|
∑

i

â(i)|Φm1
n1
〉 = 〈n1| â |m1 〉 . (2.3.13)

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì B =
∑
i<j

b̂(i, j): èç (2.3.8) 〈Φ0|B |Φ0 〉 =

=
∑
i<j

∑
(p1,...pN )

〈ϕ1(1)|ϕp1
(1) 〉 · . . . · 〈ϕN(N)|ϕpN

(N) 〉 · 〈ϕi(i)ϕj(j)| b̂(i, j)|ϕpi
(i)ϕpj

(j) 〉 .

Îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü òå ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ pq = q ∀ q 6= i, j. Òàêèì îáðàçîì, â
ñëó÷àå íåâîçáóæä¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà âîçìîæíû ëèøü ñèòóàöèè, îòâå÷àþùèå

ïåðåñòàíîâêàì

(
i j
i j

)
,

(
i j
j i

)
, ïðè÷¼ì âòîðàÿ èç íèõ íå÷¼òíà. Çíà÷èò,

〈Φ0|
∑
i<j

b̂(i, j)|Φ0 〉 =
∑
i<j

(〈 ij| b̂ |ij 〉− 〈 ij| b̂ |ji 〉). (2.3.14)

Äëÿ îäíîêðàòíî âîçáóæä¼ííîãî îïðåäåëèòåëÿ Ñëýòåðà ïîëó÷àåì

〈Φ0|
∑
i<j

b̂(i, j)|Φm1
n1
〉 =

∑
j 6=n1

(〈n1j| b̂ |m1j 〉− 〈n1j| b̂ |jm1 〉). (2.3.15)

Äëÿ äâóõêðàòíî âîçáóæä¼ííîãî îïðåäåëèòåëÿ Ñëýòåðà

〈Φ0|
∑
i<j

b̂(i, j)|Φm1m2
n1n2

〉 = 〈n1n2| b̂ |m1m2 〉− 〈n1n2| b̂ |m2m1 〉 . (2.3.16)

Äëÿ áîëåå ÷åì äâóõêðàòíî âîçáóæä¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â
íîëü:

〈Φ0|
∑
i<j

b̂(i, j)|Φm1...ml
n1...nl

〉 = 0 ïðè l > 2. (2.3.17)

Êîìáèíèðóÿ (2.3.10)− (2.3.17), ïîëó÷èì èñêîìûå ðàâåíñòâà (2.3.4)− (2.3.7). �

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îäíîýëåêòðîííîå (îäíîêîíôèãóðàöèîííîå, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå
îäíîé ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè) ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ìíîãîýëåêòðîííûõ
ñèñòåì â âèäå îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà; ðåàëüíûå ôóíêöèè ìîãóò, â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåò-
íîé çàäà÷è, âûáèðàòüñÿ â âèäå Φ = Φ0, Φ = Φ0+

∑
i

Φmi
ni
, è òàê äàëåå (ñ ó÷¼òîì âîçáóæäåíèé

áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè).
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2.4. Ó÷¼ò ñïèíà.

Ââåäåíèå ñïèíà â íåðåëÿòèâèñòñêóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ Φ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî
êàê ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ñïèíîðà, òàê è ïðè ïîìîùè ôîðìàëèçìà ñïèíîâûõ ôóíêöèé. Ïóñòü

α, β � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Sz ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
1

2
è −1

2
ñîîòâåòñòâåííî; α, β íå

çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ôîðìàëüíîé ñïèíîâîé
ïåðåìåííîé σ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì α, β íàçûâàþò ñïèíîâûìè ôóíêöèÿìè, à çàâèñè-
ìîñòü òîëüêî îò σ îïðåäåëÿåò èõ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî H . Òîãäà Ψ1 = Φ · α è
Ψ2 = Φ · β � âîëíîâûå ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ñîñòàâëÿþùèìè, îïè-
ñûâàþùèå ýëåêòðîíû ñ ðàçíûìè íàïðàâëåíèÿìè ñïèíà. Åñëè ϕki

(i) � îðáèòàëü, òî ôóíêöèè
âèäà ψki

(i) = ϕki
(i)γ(σi), ãäå γ(σi) � ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ i-îé ÷àñòèöû, íàçûâàþòñÿ ñïèí-

îðáèòàëÿìè.
Äëÿ êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ ýëåêòðîííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ó÷åñòü íàëè÷èå ó ýëåêòðî-

íîâ ñïèíà, òî åñòü îïðåäåëèòåëè Ñëýòåðà ðåàëüíûõ ñèñòåì äîëæíû áûòü îáðàçîâàíû íå
îðáèòàëÿìè ϕ, à ñïèí-îðáèòàëÿìè ψ. Åñëè ïðîñòðàíñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñïèí-îðáèòàëåé
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð, òî ââåäåíèå â îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà ñïèíîâûõ ôóíê-
öèé íèêàê íå îòðàçèòñÿ íà ïðàâèëàõ Ñëýòåðà è ðàñ÷¼òå èíòåãðàëîâ ýíåðãèè 〈Φ|He |Φ 〉 . Òåì
íå ìåíåå, âîçíèêíåò äðóãàÿ ïðîáëåìà � âñÿêàÿ ýëåêòðîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ îïðåäåë¼ííûì çíà÷åíèåì ñïèíà, òî åñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû äîëæíà áûòü

ñîáñòâåííîé äëÿ îïåðàòîðîâ S2 =

(
N∑

i=1

Si

)2

, Sz =
N∑

i=1

Siz (ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ÷èñòîé ïî ñïèíó). Ïóñòü â îïðåäåëèòåëå Ñëýòåðà n ðàç âñòðå÷àþò-
ñÿ ñïèí-îðáèòàëè ñî ñïèíîâûìè ôóíêöèÿìè α è (N − n) ðàç � ñî ñïèíîâûìè ôóíêöèÿìè
β, òî åñòü

Ψk =
√
N ! ·

∑
P∈SN

(−1)[p] Pas

(
ϕk1

(1) · . . . · ϕkN
(N)α(1) · . . . · α(n)β(n+ 1) · . . . · β(N)

)
. (2.4.1)

Äåéñòâèå Sz íà êàæäîå ñëàãàåìîå Ψk ïðèâåä¼ò ê

Sz(α(1) · . . . · α(n)β(n+ 1) · . . . · β(N)) =

=

(
1

2
· n− 1

2
· (N − n)

)
α(1) · . . . · α(n)β(n+ 1) · . . . · β(N) =

=
2n−N

2
α(1) · . . . · α(n)β(n+ 1) · . . . · β(N),

(2.4.2)

òî åñòü âñÿêèé îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà, ñîñòàâëåííûé èç ñïèí-îðáèòàëåé, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé ôóíêöèåé Sz .

Ñèòóàöèÿ ñ îïåðàòîðîì S2 íåñêîëüêî ñëîæíåå � íå âñÿêèé îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà ÿâëÿ-
åòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé òàêîãî îïåðàòîðà:

S2 =
∑
i,j

Si Sj =
∑

i

S2
i +
∑
i6=j

(Six Sjx + Siy Sjy + Siz Sjz) =

=
∑

i

S2
i +
∑
i<j

(Si+ Sj−+ Si− Sj+ +2 Siz Sjz),
(2.4.3)

ïîñêîëüêó Six =
1

2
(Si+ + Si−), Siy = − i

2
(Si+− Si−). Íà ýëåêòðîíû i è j äåéñòâóåò îïåðà-

òîð S2(i, j) = S2
i + S2

j + Si+ Sj−+ Si− Sj+ +2 Siz Sjz; ðàññìîòðèì åãî äåéñòâèå íà ðàçëè÷íûå
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êîìáèíàöèè ñïèíîâûõ ôóíêöèé:

S2(i, j)α(i)α(j) =

(
1

2

(
1

2
+ 1

)
+

1

2

(
1

2
+ 1

)
+ 0 + 0 + 2 · 1

2
· 1

2

)
α(i)α(j) = 2α(i)α(j),

S2(i, j)β(i)β(j) = 2β(i)β(j),

S2(i, j)α(i)β(j) =

(
1

2

(
1

2
+ 1

)
+

1

2

(
1

2
+ 1

)
+ 2 · 1

2
· 1

2

)
α(i)β(j) + β(i)α(j) =

= α(i)β(j) + β(i)α(j), S2(i, j)β(i)α(j) = β(i)α(j) + α(i)β(j).

(êàê ïîêàçàíî â ëåêöèÿõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå (4.2),

Si+ β(i) =
√
S(S + 1)− Siz(Siz + 1)α(i) = α(i),

Si− α(i) =
√
S(S + 1)− Siz(Siz − 1)β(i) = β(i)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äåéñòâèè S2 íà α(i)β(j) âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå ñî ñïè-
íîâîé ÷àñòüþ β(i)α(j); çíà÷èò, íåîáõîäèìî ïðîåêòèðîâàíèå îïðåäåëèòåëÿ Ñëýòåðà íà ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà S2.

Ðàññìîòðèì Ψ1, Ψ2 � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè S2 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè S1(S1 + 1)
è S2(S2 + 1) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè Ψ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2, òî

îïåðàòîð P =
S2−S2(S2 + 1)

S1(S1 + 1)− S2(S2 + 1)
ïðîåêòèðóåò Ψ íà Ψ1. Äåéñòâèòåëüíî,

PΨ =
c1S1(S1 + 1)Ψ1 + c2S2(S2 + 1)Ψ2 − S2(S2 + 1)(c1Ψ1 + c2Ψ2)

S1(S1 + 1)− S2(S2 + 1)
= c1Ψ1, PΨ1 = Ψ1.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà Ψi ìîæíî ââåñòè ïðîåêòîð

P =
∏
i6=j

(
S2−Si(Si + 1)

Sj(Sj + 1)− Si(Si + 1)

)
(2.4.4)

íà ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì Sj. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ ñïèíîâîé ÷èñòîòû îïðåäåëèòå-
ëè Ñëýòåðà íåîáõîäèìî ïðîåêòèðîâàòü íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè S2, îòâå÷àþùèå íåîáõîäè-
ìîìó çíà÷åíèþ ñïèíà. Ìåæäó òåì, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (çàêðûòûå ýëåêòðîííûå îáîëî÷êè)
ó÷¼ò ñïèíà âîîáùå íå òðåáóåòñÿ � ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ ïîäðîáíåå â 3.1.

2.5. Ìàòðèöû ïëîòíîñòè è íàòóðàëüíûå îðáèòàëè

Ââåä¼ì ìàòðèöó ïëîòíîñòè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû ìîëåêóëû ñîãëàñíî èçâåñòíîìó
îïðåäåëåíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ñì. ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, 4.9); åñëè Ψ(1, . . . N)
� âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, òî

ρ1(r
′, r) = N

∫
Ψ∗(r′, σ1, 2, . . . N)Ψ(r, σ1, 2 . . . N)dσ1dτ2 . . . dτN , (2.5.1)

ãäå σ1 � ñïèíîâàÿ ïåðåìåííàÿ ïåðâîãî ýëåêòðîíà, îáîçíà÷åíèÿ 2, . . . N è dτ2, . . . dτN âêëþ-
÷àþò ñïèíîâûå ïåðåìåííûå, à ìíîæèòåëü N âîçíèêàåò èç-çà òîæäåñòâåííîñòè ýëåêòðîíîâ
ñèñòåìû. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ρ1(r

′, r) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà;
ïî àíàëîãèè ñ íåé ìîãóò áûòü ââåäåíû ìàòðèöà ïëîòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

ρ2(r
′
1, r

′
2; r1, r2) =

=
N(N − 1)

2

∫
Ψ∗(r′1, σ1, r

′
2, σ2, 3, . . . N)Ψ(r1,= σ1, r2, σ2, 3, . . . N)dσ1dσ2dτ3 . . . dτN

(2.5.2)
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è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ìàòðèöû ïëîòíîñòè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî "äèà-
ãîíàëüíàÿ" ÷àñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ρ1(r, r) = ρ(r) çàäà¼ò ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè; àíàëîãè÷íî ρ2(r1, r2) = ρ2(r1, r2; r1, r2) ÿâëÿåòñÿ
âåðîÿòíîñòüþ îáíàðóæèòü äâà ýëåêòðîíà â òî÷êàõ r1, r2 .

Ââåäåíèå ìàòðèö ïëîòíîñòè ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ñèñòåìû (2.3.2)
â âèäå

〈Φ|He |Φ 〉 = a0 +

∫
[ĥ(r)ρ1(r

′, r)]= dτ1 +

∫
ĝ(r1, r2)ρ2(r1, r2) dτ1dτ2, (2.5.3)

ãäå ñèìâîë [ ]= îáîçíà÷àåò ïðèðàâíèâàíèå r′ ê r ïîñëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà íà ìàòðèöó
ïëîòíîñòè; âî âòîðîì èíòåãðàëå r′1 = r1, r′2 = r2, ïîñêîëüêó äåéñòâèå ĝ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûì. Çàïèñü ýíåðãèè â âèäå (2.5.3) ïîçâîëÿåò ðåøàòü ýëåêòðîííóþ çàäà÷ó ïóò¼ì
âàðüèðîâàíèÿ ρ1(r

′, r) è ρ2(r1, r2), ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Áîãîëþáîâà. Â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ýòè óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ñëîæíåå, ÷åì óðàâíåíèÿ Õàðòðè-Ôîêà (3.1.9), ê êîòî-
ðûì ïðèâîäèò çàïèñü ýíåðãèè (3.1.1) ÷åðåç îðáèòàëè, âõîäÿùèå â îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà.
Õîðîøèå ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû áûëè äîñòèãíóòû ëèøü ïðè ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè â
ðåçóëüòàòå âàðüèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè (ìåòîäû DFT, êîòîðûì ïîñâÿùåíà ãëà-
âà 4).

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû âûáðàíà â âèäå Φ =

∑
k

Φk, ãäå Φk � îïðåäåëèòåëè Ñëýòåðà.

Òîãäà ìàòðèöà ïëîòíîñòè çàïèøåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèçâåäåíèé îðáèòàëåé:

ρ1(r
′, r) =

∑
i,j

Cij ϕ
∗
i (r

′)ϕj(r), (2.5.4)

ïðè÷¼ì ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì Φk è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
íåïðèíöèïèàëüíû. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè "ýðìèòîâà" (òî åñòü
ρ1(r

′, r) = ρ∗1(r
′, r)), ïîýòîìó Cij = C∗

ji, è ìàòðèöà C òàêæå ýðìèòîâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äèàãîíàëèçóþùåå C (à, çíà÷èò, äèàãîíàëèçóþùåå
â áàçèñå îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé è ìàòðèöó ïëîòíîñòè). Ïóñòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòðèöåé U, ïîçâîëÿþùåé ïåðåéòè ê ϕi îò íàáîðà {υk}; ïîäñòàâëÿÿ â
(2.5.4) ϕi =

∑
k

Uik υk, ϕj =
∑
l

Ujl υl, ïîëó÷èì

ρ1(r
′, r) =

∑
i,j

∑
k,l

Cij(U+)ki Ujl υ
∗
k(r

′)υl(r) =
∑
k,l

(U+ C U)klυ
∗
k(r

′)υl(r) =
∑

k

nkυ
∗
k(r

′)υk(r),

ïîñêîëüêó ìàòðèöà (U+ C U) äèàãîíàëüíà.
Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè {υk} íàçûâàþò íàòóðàëüíûìè îðáèòàëÿìè. Ýòî íàçâàíèå ñâÿ-

çàíî ñ òåì, ÷òî îðáèòàëè, âõîäÿùèå â îïðåäåëèòåëè Ñëýòåðà, îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî
óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (íå èçìåíÿþùåãî çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ), à ïîòîìó íå èìå-
þò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà; â ÷àñòíîñòè, íåëüçÿ ãîâîðèòü î íàëè÷èè íà êàêîé-ëèáî îðáèòà-
ëè îïðåäåë¼ííîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ. Íàòóðàëüíûå îðáèòàëè óäîáíû òåì, ÷òî êîëè÷åñòâà
ñîñðåäîòî÷åííûõ íà íèõ ýëåêòðîíîâ ñòðîãî çàäàíû ÷èñëàìè nk (òàê íàçûâàåìûìè çàñå-
ë¼ííîñòÿìè ïî Ìàëëèêåíó). Â ÷àñòíîñòè, âûáèðàÿ îðáèòàëè êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
àòîìíûõ (ñì. 3.2), ìîæíî âûäåëèòü â ìàòðèöå C áëîê, ñîîòâåòñòâóþùèé îðáèòàëÿì îäíîãî
àòîìà, áëîê, ñîîòâåòñòâóþùèé îðáèòàëÿì ïàðû àòîìîâ, è òàê äàëåå. Ïðîâîäÿ äèàãîíàëè-
çàöèþ êàæäîãî èç òàêèõ áëîêîâ, ïðèä¼ì ê íàáîðó íàòóðàëüíûõ îðáèòàëåé, ðàçäåë¼ííîìó
íà íàòóðàëüíûå îðáèòàëè îñòîâà (âíóòðåííèõ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìà), íàòóðàëüíûå
îðáèòàëè àòîìà (íåïîäåë¼ííûå ýëåêòðîííûå ïàðû) è íàòóðàëüíûå ñâÿçåâûå îðáèòàëè, òî
åñòü îðáèòàëè, ñîîòâåòñòâóþùèå õèìè÷åñêèì ñâÿçÿì (NBO � natural bonding orbitals). Ìå-
òîä ïîñòðîåíèÿ NBO â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ àíàëèçà
õèìè÷åñêîé ñâÿçè.
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2.6. Òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ â êâàíòîâîé õèìèè

Çàâåðøàÿ îïèñàíèå ìíîãîýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ðàññìîòðèì äâå âàæíûå
òåîðåìû, çàäàþùèå íåêîòîðûå òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ êâàíòîâîé õèìèè. Ïåðâàÿ èç ýòèõ
òåîðåì ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè, òî åñòü
ïðåîáðàçîâàíèè r−→α r, Q−→αQ (α > 0). Ïóñòü Φ(r,Q) � íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå

ýëåêòðîííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà; òîãäà ∀ α > 0 Ψα(r,Q) = α
3N
2 Φ(α r, αQ) � òàêæå

íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, ïîñêîëüêó 〈Ψα|Ψα 〉r = α3N 〈Φ(α r, αQ)|Φ(α r, αQ) 〉r = 1. Áóäåì
èñêàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå He íà ôóíêöèè Ψα.

Çàìåòèì, ÷òî èç ÿâíîãî âèäà ïîòåíöèàëà â (2.2.13) V (α r, αQ) =
1

α
· V (r,Q), ïîýòîìó

〈Ψα|V (r,Q)|Ψα 〉r = α 〈Ψα|V (α r, αQ)|Ψα 〉r = α

∫
Φ∗(r, αQ)V (r, αQ)Φ(r, αQ)d r, (2.6.1)

ãäå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïåðåìåííûå α r çàìåíåíû íà r . Îáîçíà÷àÿ

U(Q) = 〈Φ(r,Q)|V (r,Q)|Φ(r,Q) 〉r, (2.6.2)

ïîëó÷èì
〈Ψα|V (r,Q)|Ψα 〉r = αU(αQ). (2.6.3)

Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì
T (Q) = 〈Φ(r,Q)|T |Φ(r,Q) 〉r (2.6.4)

è, çàìå÷àÿ, ÷òî

〈Ψα|T |Ψα 〉r = −1

2

〈
Ψα

∣∣∣∣∣
3N∑
i=1

∂2

∂ r2
γ,i

∣∣∣∣∣Ψα

〉
= −1

2
· α2

〈
Ψα

∣∣∣∣∣
3N∑
i=1

∂2

∂(α r2
γ,i)

∣∣∣∣∣Ψα

〉
r

(2.6.5)

(γ = x, y, z), ïîñëå çàìåíû α r íà r ïðèä¼ì ê ñîîòíîøåíèþ

〈Ψα|T |Ψα 〉r = α2T (αQ). (2.6.6)

Èç (2.6.3), (2.6.6)
〈Ψα|He |Ψα 〉r = α2T (αQ) + αU(αQ). (2.6.7)

Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó, òî÷íîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóì 〈Ψα|He |Ψα 〉r
ïî α:

∂

∂ α
〈Ψα|He |Ψα 〉r = 2αT (αQ) + α2 Q

dT

dQ
+ U(αQ) + αQ

dU

dQ
= 0. (2.6.8)

C äðóãîé ñòîðîíû, òî÷íîìó ðåøåíèþ Φ ñîîòâåòñòâóåò α = 1, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü
(2.6.8) â âèäå:

2T (Q) + Q
dT

dQ
+ U(Q) + Q

dU

dQ
= 0 ⇒ 2T + U + Q

dE

dQ
= 0, (2.6.9)

ãäå E(Q) � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû. Ñîîòíîøåíèå (2.6.9) ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìîé âèðèàëà äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû; â òîì ñëó÷àå, êîãäà E ñëàáî çàâèñèò îò Q,
(2.6.9) ïðèíèìàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä 2T + V = 0.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ ââåäåíèÿ â ãàìèëüòîíèàí ïàðàìåòðà λ: åñëè

H = H(λ), òî E = E(λ) è
∂ E

∂ λ
= 〈Ψ

∣∣∣∣∂ H(λ)

∂ λ

∣∣∣∣Ψ 〉 � òåîðåìà Ãåëüìàíà-Ôåéíìàíà.
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4 Ðàçëîæèì ãàìèëüòîíèàí â ñóììó îïåðàòîðà H0, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî λ, è
H′, çàâèñÿùåãî îò λ. Ââîäÿ ãàìèëüòîíèàí H = H0 +ζ H′(λ), ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé; â ïðèáëèæåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà E = E0 + ζE ′(λ), ãäå E ′(λ) =
〈Ψ|H′(λ)|Ψ 〉 (ñì. ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, 3.2), ïðè÷¼ì Ψ � íå çàâèñÿùàÿ îò λ
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ H0. Òàêèì îáðàçîì,

∂ E

∂ ζ
= E ′ = 〈Ψ|H′ |Ψ 〉 = 〈Ψ

∣∣∣∣∂ H∂ ζ
∣∣∣∣Ψ 〉 . (2.6.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∂ E

∂ λ
=

∂

∂ λ

∂ E

∂ ζ
=

∂

∂ λ
〈Ψ
∣∣∣∣∂ H∂ ζ

∣∣∣∣Ψ 〉 = 〈Ψ
∣∣∣∣ ∂∂ λ ∂ H∂ ζ

∣∣∣∣Ψ 〉 = 〈Ψ
∣∣∣∣∂ H∂ λ

∣∣∣∣Ψ 〉, (2.6.11)

ïîñêîëüêó Ψ íå çàâèñèò îò λ. Ñîîòíîøåíèå (2.6.11) äîêàçûâàåò òåîðåìó. �
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãåëüìàíà-Ôåéíìàíà ê ñèñòåìå ñ

H = −1

2

∑
i

∆i +
∑
α<β

ZαZβ

|Rα−Rβ |
−
∑
i,α

Zα

|Rα− ri |
(2.6.12)

è ðàññìàòðèâàÿ êîîðäèíàòó îäíîãî èç ÿäåð (Xγ) êàê ïàðàìåòð λ, ïîëó÷èì

∂ E

∂ Xγ

= −
∑
α<β

ZαZβ

|Rα−Rβ |3
(Xγ,α −Xγ,β)− Zα

∫
ρ(r)

x−Xγ,α

| r−Rα |
d r, γ = x, y, z (2.6.13)

� ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ òåîðåìó Ôåéíìàíà.
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3. Ìåòîäû êâàíòîâîé õèìèè

3.1. Ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà

Âûáåðåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû â âèäå íîðìèðîâàííîãî îïðåäå-
ëèòåëÿ Ñëýòåðà Ψ0, ñîñòàâëåííîãî èç ñïèí-îðáèòàëåé (ñì. 2.3), ïðîñòðàíñòâåííûå ÷àñòè
êîòîðûõ áóäåì (äëÿ íà÷àëà) ñ÷èòàòü âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè. Òàêîé âûáîð ïðèâîäèò ê
îäíîêîíôèãóðàöèîííîìó ïðèáëèæåíèþ (ó÷¼òó òîëüêî îäíîé ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè),
êîòîðîå èíîãäà íàçûâàþò îäíîýëåêòðîííûì. Ñîãëàñíî (2.3.4), ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ñëàãàåìîãî a0

E = 〈Φ|He |Φ 〉 =
∑

i

〈 i| ĥ |i 〉+
∑
i<j

(〈 ij| ĝ |ij 〉− 〈 ij| ĝ |ji 〉) (ĥ = ĥ(1), ĝ = ĝ(1, 2)). (3.1.1)

Áóäåì èñêàòü ìèíèìóì ýíåðãèè ïðè óñëîâèè 〈 i|j 〉 = δij, èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, òî åñòü ðåøàÿ óðàâíåíèå

δ

(
E −

∑
i,j

εij 〈 i|j 〉

)
= 0. (3.1.2)

Ïðîâàðüèðóåì |i 〉, ïåðåõîäÿ ê âåêòîðàì |i 〉+|δi 〉 . Çàìåòèì, ÷òî âàðüèðîâàíèå 〈 i| èëè |i 〉
ïðèâîäèò ê îäèíàêîâûì (ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ) êîýôôèöèåíòàì ïðè
âàðèàöèÿõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü âàðüèðîâàíèå òîëüêî îäíîãî âåêòîðà (äëÿ óäîáñòâà
çàïèñè � áðà-âåêòîðà). Âàðèàöèè íåçàâèñèìû, ïîýòîìó ìîæíî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ êîýô-
ôèöèåíò ïðè êàæäîì 〈 δi| :

∑
i

〈 δi| ĥ |i 〉+
∑
i<j

(
〈 δi j| ĝ |ij 〉− 〈 δi j| ĝ |ji 〉−

∑
i,j

εij 〈 δi|j 〉

)
= 0 ⇒

⇒ ∀ i ĥ |i 〉+
∑

j

(〈 j| ĝ |j 〉2 |i 〉− 〈 j| ĝ |i 〉2 |j 〉− εij |j 〉) = 0, (3.1.3)

ãäå íèæíèé èíäåêñ "2" îáîçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííûì âòîðîãî ýëåêòðîíà.
Çàïèøåì |i 〉 è |j 〉 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñíûõ

âåêòîðîâ |i 〉 =
∑
k

Uik |k 〉, |j 〉 =
∑
m

Ujm |m 〉, 〈 j| =
∑
n

U∗
jn 〈n|, ãäå ìàòðèöà U, îáåñïå÷èâàþ-

ùàÿ ïåðåõîä ìåæäó îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè, óíèòàðíà. (3.1.3) ïðèìåò âèä

∑
k

Uik ĥ |k 〉+
∑
j,m

(∑
k,n

U∗
jn Ujm Uik (〈n| ĝ |m 〉2 |k 〉− 〈n| ĝ |k 〉2 |m 〉)− εij Ujm |m 〉

)
= 0.

Ìàòðèöà U óíèòàðíà, ïîýòîìó U+ U = E, òî åñòü
∑
j

U∗
jn Ujm = (U+ U)nm = δmn, è

∑
k

Uik ĥ |k 〉+
∑
k,m

Uik (〈m| ĝ |m 〉2 |k 〉− 〈m| ĝ |k 〉2 |m 〉)−
∑
j,m

εij Ujm |m 〉 = 0. (3.1.4)

Äîìíîæèì óðàâíåíèå íà U∗
il è ïðîñóììèðóåì ïî i; êàê óæå îòìå÷àëîñü,

∑
i

U∗
il Uik = δkl, à

(3.1.4) ïðèìåò âèä

ĥ |l 〉+
∑
m

(〈m| ĝ |m 〉2 |l 〉− 〈m| ĝ |l 〉2 |m 〉)−
∑
i,j,m

U∗
il εij Ujm |m 〉 = 0. (3.1.5)
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Çàìåòèì, ÷òî
∑
i,j

U∗
il εij Ujm = (U+ e U)lm; 〈 j|i 〉∗ = 〈 i|j 〉, ïîýòîìó ìàòðèöà e êîýôôèöè-

åíòîâ εij ýðìèòîâà, à óíèòàðíóþ ìàòðèöó U âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ẽ = U+ e U
äèàãîíàëüíà. Ñîîòâåòñòâåííî,∑

m

(U+ e U)lm =
∑
m

ẽlm =
∑
m

ẽlmδlm = εl, (3.1.6)

à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (3.1.5) ïðèíèìàåò âèä εl |l 〉 .
Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå èç (3.1.5): 〈m| ĝ |m 〉2 |l 〉 ìîæíî ñ÷èòàòü ðåçóëüòà-

òîì äåéñòâèÿ êóëîíîâñêîãî îïåðàòîðà Jm íà âåêòîð |l 〉, ãäå Jm çàäàí ñîîòíîøåíèåì

Jm |l 〉 = 〈m| ĝ |m 〉2 |l 〉 =

∫
|ψm(2)|2ψl(1)

r12
dτ2dσ2 (3.1.7)

è èìååò ñìûñë ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåêòðîíîâ, óñðåäí¼ííîãî
ïî âñåì ïîëîæåíèÿìè âòîðîãî ýëåêòðîíà; èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ
çàôèêñèðîâàííîãî ïåðâîãî ýëåêòðîíà ñ ðàñïðåäåë¼ííîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ âòîðîãî.
Àíàëîãè÷íî

〈m| ĝ |l 〉2 |m 〉 =

∫
ψ
∗
m(2)ψl(2)

r12
· ψm(1)dτ2dσ2 = Km |l 〉, (3.1.8)

ãäå Km � òàê íàçûâàåìûé îáìåííûé îïåðàòîð (ìåíÿåò èíäåêñ l íàm ïðè âîëíîâîé ôóíêöèè
ïåðâîãî ýëåêòðîíà).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.1.6)− (3.1.8) â (3.1.5), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà

ĥ |l 〉+
∑
m

(Jm−Km)|l 〉 = εl |l 〉 . (3.1.9)

Îïåðàòîð F = ĥ(1) +
∑
m

(Jm−Km) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ôîêà (ôîêèàíîì); óðàâíåíèÿ

Õàðòðè-Ôîêà ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ F . (3.1.9) ìîæíî ðåøàòü
ïðè ïîìîùè èòåðàöèé: âûáèðàþòñÿ ñòàðòîâûå ñïèí-îðáèòàëè; íà èõ îñíîâå ñòðîèòñÿ îïåðà-
òîð Ôîêà è ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ Õàðòðè-Ôîêà, ïîçâîëÿþùèå íàéòè íîâûå ñïèí-îðáèòàëè.
Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè (îáû÷íî ïî ýíåðãèè). Ïîäîáíûé ñïîñîá
ðåøåíèÿ êâàíòîâîõèìè÷åñêèõ çàäà÷ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Õàðòðè-Ôîêà. Èíîãäà ãîâîðÿò,
÷òî ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ïîëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà F, ïîýòîìó ïðîöåññ èòåðàöèîííîé ñõî-
äèìîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ñ÷èòàþò ñîãëàñîâàíèåì ïîëÿ F, à ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà íà-
çûâàþò ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ (ÑÑÏ èëè SCF � self-consistent �eld). Îðáèòàëè
ψl � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà � íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèìè; îòìåòèì, ÷òî îðáèòà-
ëè, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ, òàêæå ÿâëÿþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà íå èçìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå óíèòàðíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Èñòîðè÷åñêè ìåòîäó Õàðòðè-Ôîêà ïðåäøåñòâîâàë ìåòîä Õàðòðè, ðàçðàáîòàííûé äëÿ
ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ: ôóíêöèè Φ âûáèðàþòñÿ â ôîðìå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîýëåê-
òðîííûõ ôóíêöèé (à íå îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáìåííûé îïåðàòîð
ïðîñòî íå âîçíèêàåò, à óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò, ïî àíàëîãèè ñ (3.1.9),
âèä

ĥ |l 〉+
∑
m6=l

Jm |l 〉 = εl |l 〉 . (3.1.10)

Ðàçíîâèäíîñòè ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà: â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü Ñë-
ýòåðà Ψ0 ôîðìèðóåòñÿ èç ïðîèçâîëüíûõ ñïèí-îðáèòàëåé ñî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè ÷àñòÿìè � òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ìåòîäîì Õàðòðè-
Ôîêà èëè ìåòîäîì ÐÎÐÑ (ðàçíûå îðáèòàëè äëÿ ðàçíûõ ñïèíîâ: UHF � unrestricted Hartree-
Fock method, èëè DODS � di�erent orbitals for di�erent spins). Åñëè âñå çàíÿòûå ýëåêòðîííûå
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îáîëî÷êè ïîëíîñòüþ çàñåëåíû, òî îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà Ψ0 âûñòðàèâàåòñÿ èç
N
2
ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ ÷àñòåé âîëíîâûõ ôóíêöèé, à N ñïèí-îðáèòàëåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

ψi = ϕi α, ψi+N/2 = ϕi β (i = 1, N
2
). Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàë ýíåðãèè

〈Φ|He |Φ 〉 = 2

N/2∑
i=1

〈 i| ĥ |i 〉+
∑
i<j

(4 〈 ij| ĝ |ij 〉−2 〈 ji| ĝ |ij 〉) (3.1.11)

(êîýôôèöèåíò ïðè îáìåííîì ñëàãàåìîì 〈 ij| ĝ |ji 〉 âäâîå ìåíüøå, ÷åì ïðè êóëîíîâñêîì,
ïîñêîëüêó â ïåðâîì ïîïàäàþòñÿ èíòåãðàëû

∫
α(1)β(1)dσ1 = 0). Óðàâíåíèÿ Õàðòðè-Ôîêà

ïðèíèìàþò âèä

ĥ |l 〉+
N/2∑
m=1

(2 Jm−Km)|l 〉 = εl |l 〉 (3.1.12)

ýòîò ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ â ðàìêàõ îãðàíè÷åííîãî ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà èëè ìåòîäà Õàðòðè-
Ôîêà äëÿ çàìêíóòûõ îáîëî÷åê (RHF � restricted Hartree-Fock method). Íàêîíåö, ðàññìîò-
ðåíèå ñèñòåì, â êîòîðûõ íåêîòîðûå îáîëî÷êè çàïîëíåíû öåëèêîì, à íåêîòîðûå � ÷àñòè÷íî
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñ÷¼òà çàìêíóòûõ îáîëî÷åê ïî RHF è îòêðûòûõ � ïî UHF.

Íåîãðàíè÷åííûé ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà òðåáóåò ïðîåêòèðîâàíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé íà
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà S2 (íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà, îïðåäåë¼ííîãî
(2.4.4)). Ïðîåêòèðîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà ðåàëèçóåòñÿ â ñïèí-ñïðîåêòèðî-
âàííîì ìåòîäå Õàðòðè-Ôîêà, à ïðîåêòèðîâàíèå èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ Ñëýòåðà Ψ0 � â
ñïèí-ðàñøèðåííîì ìåòîäå Õàðòðè-Ôîêà.

Ðàñ÷¼ò ýíåðãèè: êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ðàìêàõ îäíîýëåêòðîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîë-
íàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëåíà (3.1.1)

EHF = 〈Φ|He |Φ 〉 =
∑

i

〈 i| ĥ |i 〉+
∑
i<j

(〈 ij| ĝ |ij 〉− 〈 ij| ĝ |ji 〉) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà îðáèòàëüíûõ ýíåðãèé ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà Ôîêà

Eorb =
∑

i

εi =
∑

i

〈 i|F |i 〉 =
∑

i

〈 i| ĥ |i 〉+
∑
i6=j

(〈 ij| ĝ |ij 〉− 〈 ij| ĝ |ji 〉) . (3.1.13)

Òàêèì îáðàçîì,

EHF = Eorb −
∑
i<j

(〈 ij| ĝ |ij 〉− 〈 ij| ĝ |ji 〉) =
1

2
Eorb +

1

2

∑
i

〈 i| ĥ |i 〉 . (3.1.14)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ðåàëüíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû è ýíåðãèåé, ðàññ÷èòàííîé
â îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè, (E − EHF ) íàçûâàþò ýíåðãèåé êîððåëÿöèè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîâïàäåíèå EHF ñ ñóììîé îðáèòàëüíûõ ýíåðãèé îæèäàåìî, ïîñêîëü-
êó îðáèòàëè, ïîëó÷àåìûå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà (êàíîíè÷åñêèå îðáèòàëè),
îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è íå èìåþò ïðÿìîãî ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà. Ìåæäó òåì, â ðàìêàõ îäíîýëåêòðîííîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ Õàðòðè-Ôîêà
òî÷íû, òî åñòü ïðè÷èíà íåñîîòâåòñòâèÿ ýíåðãèé � íåòî÷íîñòü ñàìîãî îäíîýëåêòðîííîãî
ïðèáëèæåíèÿ. Ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ýëåêòðîíà â ïîòåíöèàëå óñðåäí¼í-
íîãî ïîëÿ îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ ìîëåêóëû, òî åñòü íå ó÷èòûâàåò ýëåêòðîííûå êîððåëÿöèè
� âëèÿíèå îäèíõ ýëåêòðîíîâ íà ïîâåäåíèå äðóãèõ. Ìåæäó òåì, ïîäîáíûå ýôôåêòû ÷àñòî
îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé � íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïîëíîñòüþ
çàñåë¼ííûìè îáîëî÷êàìè äâà ýëåêòðîíà ñ ðàçíûìè ñïèíàìè íàõîäÿòñÿ íà îäíîé îðáèòàëè,
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òî åñòü îïèñûâàþòñÿ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé; èõ âçàèìíîå âëèÿíèå
ñâÿçàíî ñ êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ çàâèñèìîñòè îäíîãî
ýëåêòðîíà îò äðóãîãî.

Ðàñ÷¼ò ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè: ñ ó÷¼òîì ρ(r) = ρ1(r, r) (2.5.1) ïðèâîäèò ê

ρ(r) = N

∫
Ψ∗

0(r, σ2, 2, . . . N)Ψ0(r, σ1, 2, . . . N)dσ1dτ2 . . . dτN (3.1.15)

Ðàñêëàäûâàÿ Ψ0 ïî ïåðâîìó ñòîëáöó

Ψ0 =
1√
N !

∑
i

(−1)i+1ψi(r, σ1)Mi(2, . . . N) (3.1.16)

(Mi � ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð, ïîëó÷àåìûé âû÷¼ðêèâàíèåì èç Ψ0 ïåðâîãî ñòîëáöà è i-îé
ñòðîêè), íàéä¼ì

ρ(r) =
N

N !
·
∫ ∑

i,j

(−1)i+jψ∗j (r, σ1)ψi(r, σ1)M
∗
j (2, . . . N)Mi(2, . . . N)dσ1dτ2 . . . dτN . (3.1.17)

Ñîãëàñíî (2.3.3), 〈Mj|Mi 〉 = (N − 1)! · δij; ïîýòîìó

ρ(r) =
∑

i

∫
ψ∗i (r, σ1)ψi(r, σ1)dσ1 =

∑
i

ϕ∗i (r)ϕi(r) (3.1.18)

� ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðîÿòíîñòåé çàñåëåíèÿ îòäåëüíûõ êàíîíè÷å-
ñêèõ îðáèòàëåé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

ρ1(r
′, r) =

∑
i

ϕ∗i (r
′)ϕi(r). (3.1.19)

Ìàòðèöó ïëîòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî íàéòè ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ
Ñëýòåðà ïî ïåðâûì äâóì ñòîëáöàì:

Ψ0 =
∑
i,j

(−1)i+j ·
∣∣∣∣ ψi(r1, σ1) ψi(r2, σ2)
ψj(r1, σ1) ψj(r2, σ2)

∣∣∣∣ ·Mij(3, . . . N). (3.1.20)

Òîãäà

ρ2(r
′
1, r

′
2; r1, r2) =

1

2
·
∣∣∣∣ ρ1(r

′
1, r1) ρ1(r

′
2, r1)

ρ1(r
′
1, r2) ρ1(r

′
2, r2)

∣∣∣∣ . (3.1.21)

Â ÷àñòíîñòè,

ρ2(r1, r2) =
1

2
· (ρ(r1)ρ(r2)− ρ2

1(r1, r2)). (3.1.22)

Ðàñ÷¼ò ïîòåíöèàëîâ èîíèçàöèè: âû÷èñëèì â ïðèáëèæåíèè Õàðòðè-Ôîêà âåðòè-
êàëüíûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè, òî åñòü ýíåðãèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïåðåõîäàM−e−→M+,
ïðè êîòîðîì íå èçìåíÿåòñÿ ÿäåðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Ïîñòðîèì Ψi � îïðåäåëèòåëè Ñëýòå-
ðà, ïîëó÷àåìûå èç Ψ0 âû÷¼ðêèâàíèåì i-îé ñòðîêè; âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ M+ ìîæåò áûòü
íàéäåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Ψ =

∑
k

ckΨk. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû ck, èñïîëüçóÿ

âàðèàöèîííûé ìåòîä Ðèòöà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

(H−E∗ S) c = 0 ⇒
∑

j

(〈Ψi|He |Ψj 〉−E∗ · δij) cj = 0 ∀ i, (3.1.23)
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ãäå E∗ � ýíåðãèÿ M+, à Sij = 〈Ψi|Ψj 〉 = δij ñîãëàñíî (2.3.3). Ìîæíî çàïèñàòü Ψj = Ψi
j, òî

åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ψj ïîëó÷åí èç Ψi ïóò¼ì çàìåíû j-îé ñòðîêè íà i-óþ (íåîá-
õîäèìóþ ïåðåñòàíîâêó ñòðîê âñåãäà ìîæíî îñóùåñòâèòü áåç ñìåíû çíàêà îïðåäåëèòåëÿ).
Òîãäà, èñõîäÿ èç (2.3.5), ïîëó÷èì

∀ j 6= i 〈Ψi|He |Ψj 〉 = 〈 j| ĥ |i 〉+
N∑

m=1

(〈 jm| ĝ |im 〉− 〈 jm| ĝ |mi 〉) =

= 〈ψj

∣∣∣∣∣ĥ +
∑
m

(Jm−Km)

∣∣∣∣∣ψi 〉 = 〈ψj|F |ψi 〉 = εi 〈ψj|ψi 〉 = 0,

(3.1.24)

ïîñêîëüêó ψi ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Ôîêà.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì èíòåãðàëîì îêàçûâàåòñÿ 〈Ψi|He |Ψi 〉, êîòî-

ðûé ëåãêî âû÷èñëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.3.4):

〈Ψi|He |Ψi 〉 =
∑
j 6=i

〈 j| ĥ |j 〉+
∑

k,l 6=i,k<l

(〈 kl| ĝ |kl 〉− 〈 kl| ĝ |lk 〉) =

= E − 〈 i| ĥ |i 〉−
∑
k 6=i

(〈 ik| ĝ |ik 〉− 〈 ik| ĝ |ki 〉) = E − εi,
(3.1.25)

ãäå ÷åðåç E îáîçíà÷åíà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ M â îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè, à ÷åðåç εi

� ýíåðãèÿ i-îé êàíîíè÷åñêîé îðáèòàëè. Ïîäñòàâëÿÿ (3.1.24), (3.1.25) â (3.1.23), ïîëó÷èì,
∀ i ci(E − εi−E∗) = 0 ⇒ ∃ i : ci 6= 0, ïîýòîìó

E∗ = E − εi ⇒ Ii = E∗ − E = − εi (3.1.26)

� âåðòèêàëüíûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà âåð-
òèêàëüíûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ýëåêòðîíà ñ i-îé êàíîíè÷åñêîé îðáèòàëè ðàâåí ýíåðãèè
ýòîé îðáèòàëè, âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì; ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà
Êóïìàíñà.

Çàìå÷àíèå: ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó (ñì. ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå,
3.4), îöåíêà ïîòåíöèàëà èîíèçàöèè ïî òåîðåìå Êóïìàíñà âñåãäà îêàçûâàåòñÿ çàâûøåííîé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñ÷¼òû â ðàìêàõ ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà íå ó÷èòûâàþò ýëåêòðîííûå êîð-
ðåëÿöèè, ïîâûøàþùèå ðåàëüíûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, îøèáêè îáû÷íî
êîìïåíñèðóþòñÿ, è îöåíêà â ðàìêàõ òåîðåìû Êóïìàíñà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé.

Çàìå÷àíèå: âîçìîæåí èíîé ñïîñîá ðàñ÷¼òà ïîòåíöèàëîâ èîíèçàöèè; åñëè ïî îòäåëüíî-
ñòè ðàññ÷èòàòü ìåòîäîì Õàðòðè-Ôîêà ïîëíûå ýíåðãèèM èM+ â îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëè-
æåíèè, òî èõ ðàçíîñòü ïðèâåä¼ò ê òàê íàçûâàåìîìó àäèàáàòè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó èîíèçà-
öèè, êîòîðûé âñåãäà ìåíüøå âåðòèêàëüíîãî (ïîñêîëüêó àäèàáàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë èîíè-
çàöèè ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè ÿäåð â M+, â òî âðåìÿ êàê âåðòèêàëüíûé
ïîòåíöèàë èîíèçàöèè â îáùåì ñëó÷àå åé íå ñîîòâåòñòâóåò).

3.2. Ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà-Ðóòàíà è ïðèáëèæåíèå ÌÎ ËÊÀÎ

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ íà îðáèòàëè ĥ(i)ϕ(i) = ei ϕi ïî ôîðìå ïîõîæè íà óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà äëÿ àòîìà âîäîðîäà; ñîîòâåòñòâåííî, îðáèòàëè â ìåòîäå Õàðòðè-Ôîêà äîëæ-
íû áûòü "ïîõîæè" íà îðáèòàëè àòîìà âîäîðîäà, òî åñòü àòîìíûå îðáèòàëè. Èäåÿ çàäàíèÿ
ϕi ÷åðåç àòîìíûå îðáèòàëè ðåàëèçîâàíà â ìåòîäå Õàðòðè-Ôîêà-Ðóòàíà (Roothaan), êî-
òîðûé òàêæå íàçûâàþò ïðèáëèæåíèåì ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé � ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
àòîìíûõ îðáèòàëåé (ÌÎ ËÊÀÎ).

Âûáîð àòîìíûõ îðáèòàëåé: óãëîâàÿ êîìïîíåíòà àòîìíûõ îðáèòàëåé ââîäèòñÿ ñôå-
ðè÷åñêèìè ãàðìîíèêàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò çàäàííûì çíà÷åíèÿì êâàíòîâûõ ÷èñåë
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l, m. Ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè; íàèáîëåå
ïðîñòîé è î÷åâèäíûé ïóòü ñâÿçàí ñ îðáèòàëÿìè ñëýòåðîâñêîãî òèïà (ÎÑÒ èëè STO �
Slater type orbitals) χν = rke−ζνr · Ylm; îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ζν è k òàáóëè-
ðîâàíû. Ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàëÿì àòîìà âîäîðîäà ïðè r → +∞;
ïðè r → 0 àòîìíûå îðáèòàëè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, îäíàêî íà STO ðàññìàòðèâàåìîãî àòîìà
íàêëàäûâàþòñÿ áàçèñíûå îðáèòàëè äðóãèõ àòîìîâ, èç-çà ÷åãî îáùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò íà ÿäðàõ íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ïîñëåäíåãî, îäíàêî, â ðàìêàõ áàçèñà àòîìíûõ
îðáèòàëåé èçáåæàòü âîîáùå íå óäà¼òñÿ. Ðàñ÷¼ò èíòåãðàëîâ STO äîñòàòî÷íî ñëîæåí, ïî-
ýòîìó îðáèòàëè ñëýòåðîâñêîãî òèïà ïî÷òè íå èñïîëüçóþò â ðàñ÷¼òàõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ãîðàçäî óäîáíåå îðáèòàëè ãàóññîâà òèïà (ÎÃÒ èëè GTO
� Gaussian type orbitals) χν = xmynzpe−ζνr2

(çíà÷åíèå (m + n + p) ñîîòâåòñòâóåò êâàíòîâî-
ìó ÷èñëó l; ïðè ðàñ÷¼òå èíòåãðàëîâ â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò íàõîäÿòñÿ ñóììû êâàäðàòîâ
ðàññòîÿíèé, âûïèñûâàòü êîòîðûå ïðîùå, ÷åì ñóììû ðàññòîÿíèé). Îäíàêî è ýòè ôóíê-
öèè íåîïòèìàëüíû, ïîñêîëüêó èõ ïîâåäåíèå íå ñîîòâåòñòâóþò îðáèòàëÿì àòîìà âîäîðîäà
íè ïðè r → 0, íè ïðè r → +∞. Ëó÷øèì ðåøåíèåì îêàçàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ êàæäîé
STO ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îðáèòàëåé ãàóññîâà òèïà. Ïîëó÷åííûå òàêèì ïóò¼ì áàçèñû
îáîçíà÷àþò ÎÑÒ-nÃÔ (STO-nG � Slater type orbitals contracted from n Gaussians). Äëÿ ìî-
ëåêóë, ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïåðèîäîâ, áàçèñû èíîãäà îáîçíà÷àþò
r-stG, ãäå r, s è t � ÷èñëî îáèòàëåé ãàóññîâà òèïà, àïïðîêñèìèðóþùèõ STO 1s−, 2s− è
2p-ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå íàä¼æíûõ ðåçóëüòàòîâ ê áàçèñàì STO-nG ââîäÿò ðàçëè÷íûå ïî-
ïðàâêè; ïðîñòåéøèå èç íèõ � òàê íàçûâàåìûå äèôôóçíûå îðáèòàëè, òî åñòü îðáèòàëè ãàóñ-
ñîâà òèïà ñ î÷åíü ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ζν , èñïðàâëÿþùèå ñëèøêîì áûñòðîå óáûâàíèå GTO
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ìîãóò áûòü ñäåëàíû áîëåå êîððåêòíûìè ïóò¼ì ââå-
äåíèÿ â ðàñ÷¼ò ïîëÿðèçàöèîííûõ îðáèòàëåé � àòîìíûõ îðáèòàëåé, êîòîðûå â îñíîâíîì
ýëåêòðîííîì ñîñòîÿíèè ñâîáîäíû. "Èñïðàâëåííûå" íàáîðû îáîçíà÷àþò çâ¼çäî÷êîé â íà-
çâàíèè áàçèñà (STO-nG∗).

Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà: âûáåðåì ìîëåêóëÿðíóþ îðáèòàëü

ϕi =
∑

ν

ciνχν (3.2.1)

è ïîäñòàâèì å¼ â óðàâíåíèå îãðàíè÷åííîãî ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà (3.1.12). Äîìíîæèì ýòî
óðàâíåíèå íà χ∗µ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì:∑

ν

ciν (〈χµ|F |χν 〉− εi 〈χµ|χν 〉) = 0 ⇒
∑

ν

ciν(Fµν − εi Sµν) = 0, (3.2.2)

ãäå S � ìàòðèöà ïåðåêðûâàíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé (Sµν = 〈χµ|χν 〉). Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷íîé ôîðìå (F− εi S) ci = 0; âñåãî ñóùåñòâóåò N

2
òàêèõ ñîîò-

íîøåíèé (ïî ÷èñëó ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé � ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ôîêà), òî
åñòü

F C = e S C, (3.2.3)

ãäå ìàòðèöà C ñîñòàâëåíà èç ñòîëáöîâ âåêòîðîâ ci, à e � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ýíåðãèé,
ââåä¼ííàÿ â 3.1. (3.2.3) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé ôîðìîé óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà è íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Ðóòàíà.

Âûïèøåì ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà Ôîêà â áàçèñå àòîìíûõ îðáèòàëåé:

Fµν = 〈χµ| ĥ |χν 〉+
N∑

j=1

(
2 〈χµ ϕj | ĝ |χν ϕj 〉− 〈χµ ϕj | ĝ |ϕj χν 〉

)
. (3.2.4)
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Ïðåäñòàâëÿÿ ìîëåêóëÿðíóþ îðáèòàëü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè àòîìíûõ

|ϕj 〉 =
∑

γ

cjγ|χγ 〉, 〈ϕj | =
∑

δ

c∗jδ 〈χδ|

è óïðîùàÿ îáîçíà÷åíèÿ (|χτ 〉 = |τ 〉 ∀ τ), ïîëó÷èì

Fµν = 〈µ| ĥ |ν 〉+
∑
j,δ,γ

(2 〈µδ| ĝ |νγ 〉− 〈µδ| ĝ |γν 〉) c∗jδcjγ. (3.2.5)

Â ýòîì âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò êàê îäíî-, òàê è äâóõýëåêòðîííûå èíòåãðàëû (òî åñòü
èíòåãðàëû ñ îäíî- èëè äâóõýëåêòðîííûìè îïåðàòîðàìè). Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ê êàêèì
àòîìàì(öåíòðàì) ïðèíàäëåæàò îðáèòàëè χµ, χγ, χν , χδ, ðàçëè÷àþò îäíî-, äâóõ, òð¼õ - è
÷åòûð¼õöåíòðîâûå èíòåãðàëû.

Çàðÿäû è ïîðÿäêè ñâÿçåé: ïîäñòàâèì (3.2.1) â âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíî-
ñòè â ìåòîäå Õàðòðè-Ôîêà (3.1.18)

ρ(r) =
∑

i

|ϕi(r)|2 =
∑

i

(∑
µ,ν

c∗iµciν

)
χ∗µχν =

∑
µ,ν

Pµν χ
∗
µχν , (3.2.6)

ãäå ââåäåíà ìàòðèöà ïîðÿäêîâ ñâÿçåé Pµν =
∑
i

c∗iµciν .

Ïóñòü Ω � îáëàñòü ëîêàëèçàöèè àòîìà A, òî åñòü îáëàñòü, âíå êîòîðîé öåíòðèðîâàííûå
íà A îðáèòàëè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, íå ïðåâûøàþùèå çàäàííîå; çàðÿä íà àòîìå ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí êàê QA = ZA −

∫
Ω

ρ(r)d r, ãäå ZA � çàðÿä ÿäðà. Ñîãëàñíî (3.2.6),

∫
Ω

ρ(r)d r =
∑
µ,ν

Pµν ·
∫
Ω

χ∗µχνd r . (3.2.7)

Ñ÷èòàÿ âñå àòîìíûå îðáèòàëè ëîêàëèçîâàííûìè ëèáî âíóòðè, ëèáî âíå Ω, ïîëó÷èì, ÷òî∫
Ω

χ∗µχν d r =
∫
χ∗µχνd r = 〈χµ|χν 〉 = Sµν . Îáîçíà÷èì ëîêàëèçàöèþ àòîìíîé îðáèòàëè µ â Ω

êàê µ ∈ A è, ïîëàãàÿ áàçèñ àòîìíûõ îðáèòàëåé îðòîîðìèðîâàííûì (Sµν = δµν), ïîëó÷èì

QA = ZA −
∑
µ∈A

Pµµ . (3.2.8)

Ýòè çíà÷åíèÿ çàðÿäîâ äîñòàòî÷íî óñëîâíû, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå
∑
A

QA 6= 0; âûïîë-

íåíèå óñëîâèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè òðåáóåò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà
âèä P . Â ÷àñòíîñòè, íåòî÷íîñòü ïîäõîäà ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì � äèïîëü-
íûå ìîìåíòû, ðàñ÷èòàííûå, èñõîäÿ èç QA, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
çíà÷åíèé.

Ïîðÿäîê ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ êðàéíå óñëîâíûì ïîíÿòèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: íàïðèìåð, ôîðìàëüíûìè ïîðÿäêàìè ñâÿçåé èíîãäà ñ÷èòàþò
ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (Pµν). Îäíàêî ÷àùå (â ðàìêàõ ïîäõîäà ÌÎ ËÊÀÎ)
ïîðÿäîê ñâÿçè ââîäèòñÿ êàê "÷èñëî ýëåêòðîíîâ, ðàñïîëàãàþùèõñÿ ìåæäó ÿäðàìè" (òî åñòü
â îáëàñòè ∆). Ïóñòü îðáèòàëè, öåíòðèðîâàííûå íà îäíîì àòîìå, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû;
òîãäà, ïî àíàëîãèè ñ (3.2.8), ïîðÿäîê ñâÿçè∫

∆

ρ(r)d r =
∑

µ∈A, ν∈B

Pµν Sµν +
∑

µ∈B, ν∈A

Pµν Sµν = 2
∑

µ∈A, ν∈B

Pµν Sµν . (3.2.9)

30



3.3. Ó÷¼ò âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé: ìåòîäû CI è CC

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñîâåðøåííî íåîáÿçàòåëüíî ñîñòàâëÿòü âñåãî îäèí îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà
èç N çàíÿòûõ ñïèí-îðáèòàëåé, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â 3.1; ìîæíî, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå
êîìáèíàöèè ψi (ñîîòâåòñòâóþùèõ êàê çàíÿòûì, òàê è ñâîáîäíûì â îñíîâíîì ýëåêòðîí-
íîì ñîñòîÿíèè óðîâíÿì), âûñòðîèòü îäíîäåòåðìèíàòíûå (îäíîêîíôèãóðàöèîííûå, òî åñòü
ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè) âîëíîâûå ôóíêöèè Ψk (k = 1,M). Ñî-
ãëàñíî (2.3.3) òàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð, êîòîðûé ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå áàçèñà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ëèíåéíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì:

âûáèðàÿ Ψ =
M∑

k=1

CkΨk, èùåì ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè 〈Ψ|He |Ψ 〉 ïðè óñëîâèè ñî-

õðàíåíèÿ íîðìèðîâêè 〈Ψ|Ψ 〉 = 1. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ îáùåå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé
çàäà÷è (ñì. ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, 3.4), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì íà Ck∑

k

Ck (〈Ψl|He |Ψk 〉−E 〈Ψl|Ψk 〉) = 0 ⇒
∑

k

Ck (〈Ψl|He |Ψk 〉−Eδkl) = 0. (3.3.1)

Óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íîëü
äåòåðìèíàíòà: det {〈Ψl|He |Ψk 〉−Eδkl}kl = 0 � äàííîå âåêîâîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè
M çíà÷åíèé ýíåðãèè Ei, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðàì Cik; èíòåãðàëû
〈Ψl|He |Ψk 〉 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì Ñëýòåðà (2.3.4)− (2.3.7). Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçî-
âàíèå áàçèñàM ýëåêòðîííûõ êîíôèãóðàöèé ïîçâîëÿåò îïèñàòüM ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé
ñèñòåìû.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè M óðîâíåé áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îöåíêè ñâåðõó òî÷íûõ M íèç-
øèõ óðîâíåé ñèñòåìû. Ïóñòü E1, E2, . . . � òî÷íûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè, à {Ψl} � ñîîòâåò-
ñòâóþùèé èì îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé He . Ẽ1, Ẽ2, . . . Ẽk è {Ψ̃l}k

l=1

� ýíåðãèè è îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð âîëíîâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïðèáëèæ¼í-
íîì ðåøåíèè çàäà÷è âàðèàöèîííûì ìåòîäîì â áàçèñå k ôóíêöèé. Ïóñòü Ψ = c1Ψ̃1 + c2Ψ̃2

� íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (c21 + c22 = 1), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà îðòîãî-
íàëüíîé ê Ψ1; ñîîòâåòñòâåííî, Ψ íå ìîæåò îòâå÷àòü íèçøåìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ, òî
åñòü 〈Ψ|He |Ψ 〉 ≥ E2; ñ äðóãîé ñòîðîíû,

〈Ψ|He |Ψ 〉 = 〈 c1Ψ̃1 + c2Ψ̃2|He |c1Ψ̃1 + c2Ψ̃2 〉 = c21Ẽ1 + c22Ẽ2 ≤ (c21 + c22)Ẽ2 = Ẽ2.

Òàêèì îáðàçîì, E2 ≤ Ẽ2; ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ∀ l ≤ k El ≤ Ẽl.
Òåïåðü âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ðàñøèðåíèè áàçèñà: îáîçíà÷èì

÷åðåç E
(k)
l ýíåðãèþ l-îãî óðîâíÿ ïðè ðåøåíèè âàðèàöèîííîé çàäà÷è â áàçèñå k ôóíêöèé

Φi. Åñëè H0 � ìàòðèöà He â áàçèñå k ôóíêöèé, òî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (E
(k+1)
l )

ìàòðèöû ýëåêòðîííîãî ãàìèëüòîíèàíà â áàçèñå (k + 1) ôóíêöèé ïðèíèìàåò âèä(
H0 a
a+ b

)(
c
c0

)
= E(k+1)

(
c
c0

)
, (3.3.2)

îòêóäà
H0 c+c0 a = E(k+1) c, a+ c+bc0 = E(k+1)c0. (3.3.3)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì c = −c0(H0−E(k+1))−1 a è, ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå,

E(k+1) = b− a+(H0−E(k+1))−1 a, (3.3.4)

ãäå E(k+1) = E(k+1) E, à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöó H0 ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëü-
íîìó âèäó, ïðè÷¼ì íà äèàãîíàëè áóäóò ñòîÿòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E

(k)
l , ïîýòîìó (3.3.4)

ïðèâîäèò ê íåÿâíîìó ñîîòíîøåíèþ íà E(k+1)

E(k+1) = b+
∑

l

|al|2

E(k+1) − E
(k)
l

, (3.3.5)
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êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé y = x è ãðàôèêà ôóíêöèè

f(x) = b+
∑
l

|al|2

x− E
(k)
l

. Çàìåòèì, ÷òî f(x) èìååò k îñîáåííîñòåé â òî÷êàõ x = E
(k)
l , ïðè÷¼ì

∀ l = 1, k f(E
(k)
l − 0) = −∞, à f(E

(k)
l + 0) = +∞. Çíà÷èò, íà èíòåðâàëàõ ìåæäó äâóìÿ

ñîñåäíèìè îñîáåííîñòÿìè (E
(k)
l , E

(k)
l+1) f(x) ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ; òàêèì îá-

ðàçîì, y = x ïåðåñåêàåò y = f(x) â (k − 1) òî÷êàõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò â îäíîì èç

èíòåðâàëîâ (E
(k)
l , E

(k)
l+1)

E
(k+1)
1 < E

(k)
1 < E

(k+1)
2 < E

(k)
2 < . . . < E

(k)
k < E

(k+1)
k+1 .

Êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ïðè x < E
(k)
1 è x > E

(k)
k , ïîýòîìó, óâåëè÷èâàÿ íàáîð

áàçèñíûõ ôóíêöèé, ìû ïîâûøàåì òî÷íîñòü îöåíêè ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ñèñòåìû.

Ðåøåíèå ýëåêòðîííîé çàäà÷è ïóò¼ì ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

E(C1, . . . Ck) =

〈∑
k

CkΦk

∣∣∣∣∣ He

∣∣∣∣∣∑
k

CkΦk

〉
(3.3.6)

ïîëó÷èëî íàçâàíèå ìåòîäà êîíôèãóðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (CI � con�guration interac-
tion); íàçâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå èñòîðè÷åñêèì, ïîñêîëüêó ðå÷ü èä¼ò íå î âçàèìîäåéñòâèè
ýëåêòðîííûõ êîíôèãóðàöèé, à ëèøü îá èõ íàëîæåíèè, ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè â ðàñ-
÷¼òå. Íà ïðàêòèêå çàäà÷ó ðåøàþò â ïðèáëèæåíèè ÌÎ ËÊÀÎ, òî åñòü ïîäñòàâëÿþò â âû-
ðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ëèíåéíûå êîìáèíàöèè àòîìíûõ îðáèòàëåé.

Íàèáîëåå ëîãè÷íûì êàæåòñÿ ïîñòðîåíèå áàçèñà ìåòîäà êîíôèãóðàöèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ èç îïðåäåëèòåëÿ Ñëýòåðà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ Φ0, à òàêæå îäíîêðàòíî, äâóêðàòíî è
ò. ä. âîçáóæä¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà (ñì. 2.3). Îñíîâíîé ïðîáëåìîé â äàííîì ñëó÷àå
îêàçûâàåòñÿ ïëîõàÿ ñõîäèìîñòü, íå ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷¼òå áîëüøèå áàçèñ-
íûå íàáîðû. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ Φ0 è îäíîêðàòíî âîçáóæä¼ííûìè îïðå-
äåëèòåëÿìè, ðåøàÿ çàäà÷ó ìåòîäîì êîíôèãóðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
(FOCI � �rst-order con�guration interaction). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîâûøåíèå ñêîðîñòè âû-
÷èñëåíèé ïîçâîëèëî èñêàòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ïðè îäíîâðåìåííîì âàðüèðîâà-
íèè êîýôôèöèåíòîâ ck â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà (êàê â ìåòîäå CI) è
îðáèòàëåé (êàê â ìåòîäå Õàðòðè-Ôîêà); ïîäîáíûé ïîäõîä ïîëó÷èë íàçâàíèå ìíîãîêîíôè-
ãóðàöèîííîãî ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ (ÌÊ ÑÑÏ, MC SCF � multi-con�gurational
self-consistent �eld).

Òåì íå ìåíåå, âñå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàññìîòðåíèè CI, èìåþò îäèí ñóùåñòâåííûé
íåäîñòàòîê � áîëüøèå îøèáêè â ýíåðãèè ïðè îòêëîíåíèè ìåæúÿäåðíûõ ðàññòîÿíèé îò ðàâ-
íîâåñíûõ (òàê íàçûâàåìàÿ ïðîáëåìà ðàçìåðíîé ñîãëàñîâàííîñòè). Òàê, ìåòîä CI ïðèâîäèò
ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì ïðè îöåíêå ýíåðãèè äèññîöèàöèè ìîëåêóë. Ïî ýòîé ïðè÷èíå áûë
ðàçðàáîòàí íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé, ñî÷åòàþùèé
CI è ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïóñòü äâå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ, â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ, âîëíîâûìè ôóíê-
öèÿìè ψ1, ψ2, à äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì ââîäÿòñÿ ìàëûå ïîïðàâêè ϕ1, ϕ2: ψ̃1 =
ψ1 + ϕ1, ψ̃2 = ψ2 + ϕ2 . Åñëè ó÷èòûâàòü òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè è ñ÷èòàòü
ôóíêöèè ψ̃i íîðìèðîâàííûìè, òî

〈 ψ̃i|ψ̃i 〉 = 〈ψi|ψi 〉+ 〈ψi|ϕi 〉+ 〈ϕi |ψi 〉 = 1 ⇒ 〈ψi|ϕi 〉 = 0 (i = 1, 2).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû Pi = |ϕi 〉 〈ψi| ïåðåâîäÿò ψi â ϕi, òî åñòü

Pi |ψi 〉 = |ϕi 〉, |ψ̃i 〉 = (1 + Pi)|ψi 〉 .
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Ñîîòâåòñòâåííî, ñîñòîÿíèÿ îáîèõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóþòñÿ âåêòîðîì

|ψ̃1 〉 |ψ̃2 〉 = (1 + P1)|ψ1 〉 ·(1 + P2)ψ2 〉 = (1 + P1 +P2 +P1 P2)|ψ1 〉 |ψ2 〉 =(
1 + P1 +P2 +

1

2
(P1 +P2)

2

)
|ψ1 〉 |ψ2 〉 = P |ψ1 〉 |ψ2 〉,

ïîñêîëüêó P2
i = 0. Ïî àíàëîãèè, äëÿ òð¼õ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì ïîëó÷èì

P = 1 + P1 +P2 +P3 +
1

2
(P1 +P2 +P3)

2 +
1

3
(P1 +P2 +P3)

3.

Ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøîãî ÷èñëà ñëàáî ñâÿçàííûõ ñèñòåì ðÿä äëÿ P áóäåò ñõîäèòüñÿ ê

P = e

∑
i
Pi

, à îáùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä Ψ̃ = Pψ, ãäå ψ =
∏
i

ψi � ïðîèçâåäåíèå

íåâîçìóù¼ííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé îòäåëüíûõ ñèñòåì.
Ðàçáèåíèå ñèñòåìû íà ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé ÷àñòè ïîëó÷èëî íàçâà-

íèå ìåòîäà ñâÿçàííûõ êëàñòåðîâ (CC � coupled clusters); ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíî
ñîãëàñîâàííûì, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ íàïðÿìóþ îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâè-
åì ìåæäó ÷àñòÿìè ñèñòåìû, êîòîðîå çàâèñèò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îò ðàññòîÿíèé ìåæäó
íèìè. Ìåòîä ìîæåò áûòü îñîáåííî ïîëåçåí äëÿ ó÷¼òà âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû
è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé äèññîöèàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå∑

i

Pi =
∑

i≤N, k>n

Tk
i +

∑
i,j≤N, u,v>N,i<j,u<v

Tuv
ij , (3.3.7)

ãäå Tk
i � îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåõîäó îò Φ0 ê îäíîêðàòíî âîçáóæä¼ííîìó Φk

i ;
àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû äâóõêðàòíîãî è áîëåå âûñîêèõ âîçáóæäåíèé. Ðàçíî-
âèäíîñòü ìåòîäà CC, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷èòûâàòü îäíîêðàòíûå è äâóõêðàòíûå âîçáóæäåíèÿ
ïîëó÷èëà íàçâàíèå CCSD; ó÷¼ò òð¼êðàòíûõ âîçáóæäåíèé â ñàìîì íà÷àëå ðàñ÷¼òà îáû÷íî
íåâîçìîæåí, ïîýòîìó äîáèâàþòñÿ ñõîäèìîñòè â ìåòîäå CCSD, à çàòåì äîáàâëÿþò ê

∑
i

Pi

îïåðàòîðû òð¼õêðàòíîãî âîçáóæäåíèÿ, îáîçíà÷àÿ òàêîé ïóòü ðàñ÷¼òà ñêîáêàìè â íàçâàíèè
� CCSD(T).

3.4. Ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìåòîäû

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð ïðè ðàñ÷¼òå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðà-
òîðà Ôîêà â ìåòîäå ÌÎ ËÊÀÎ ÷àñòî ïðåíåáðåãàþò íåêîòîðûìè èíòåãðàëàìè; îñòàâøèå-
ñÿ ñëàãàåìûå âû÷èñëÿþò, èñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (ïîòåíöèàëîâ èîíèçàöèè,
ýíòàëüïèé îáðàçîâàíèÿ, ýíåðãèé äèññîöèàöèè). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêî-
ðèòü ðàñ÷¼ò è óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü, îäíàêî òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðè ýòîì çàêîíîìåðíî
ïàäàåò ñ ðîñòîì ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé. Ìåòîäû, ðàáîòàþùèå íà îñíîâå ÷àñòè÷íîãî ïðåíå-
áðåæåíèÿ ýëåêòðîííûìè èíòåãðàëàìè, íàçûâàþò ïîëóýìïèðè÷åñêèìè, à ââåäåíèå â ðàñ-
÷¼ò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ � ïàðàìåòðèçàöèåé ðàñ÷¼òà. Îáû÷íî ïîëóýìïèðè÷åñêèå
ìåòîäû ðåàëèçóþò â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî âàëåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ, òî åñòü ðàññìàò-
ðèâàþò âîëíîâóþ ôóíêöèþ òîëüêî âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ, îïèñûâàÿ ýëåêòðîíû îñòîâà
ýôôåêòèâíûì ïîòåíöèàëîì.

Â íàèáîëåå ãðóáîì ïðèáëèæåíèè íóëåâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïåðåêðûâàíèÿ (ÍÄÏ,
ZDO � zero di�erential overlap) ïîëàãàþò

χ∗µ(1)χν(1)dτ1 = 0 ∀ µ 6= ν, (3.4.1)

ãäå χν , χµ � àòîìíûå îðáèòàëè. Ðàñ÷èòàåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Fµν äëÿ ñëó÷àÿ îãðà-
íè÷åííîãî ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà â ïðèáëèæåíèè ZDO; â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.3.1) è (3.1.12)
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Fµµ = 〈χµ

∣∣∣∣∣ĥ(1) +
∑
m

(2 Jm−Km)

∣∣∣∣∣χµ 〉 = 〈χµ

∣∣∣∣−1

2
∆− ZM

R1M

∣∣∣∣χµ 〉+

+ 〈χµ

∣∣∣∣∣−∑
B 6=M

ZB

R1B

∣∣∣∣∣χµ 〉+
∑

γ,δ 6=µ

Pγδ(2 〈µγ| ĝ |µδ 〉− 〈µγ| ĝ |δµ 〉),
(3.4.2)

ãäåM � ÿäðî, íà êîòîðîì öåíòðèðîâàíà χµ, R1B � ðàññòîÿíèå îò ÿäðà B äî ïåðâîãî ýëåêòðî-
íà, P � ìàòðèöà ïîðÿäêîâ ñâÿçåé (ñì. 3.2). Óñëîâèå (3.4.1) óïðîùàåò ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå:

Fµµ = 〈χµ

∣∣∣∣−1

2
∆− ZM

R1M

∣∣∣∣χµ 〉+ 〈χµ

∣∣∣∣∣−∑
B 6=M

ZB

R1B

∣∣∣∣∣χµ 〉+2
∑
γ 6=µ

Pγγ 〈µγ| ĝ |µγ 〉−

−Pµµ 〈µµ| ĝ |µµ 〉 = 〈µ

∣∣∣∣∣
(
−1

2
∆− ZM

R1M

+ 2
∑

γ∈M, γ 6=µ

Pγγ Jγ

)∣∣∣∣∣µ 〉−
− 〈µ

∣∣∣∣∣∑
B 6=M

ZB

R1B

∣∣∣∣∣µ 〉+2
∑
γ 6∈M

Pγγ 〈µγ| ĝ |µγ 〉+ Pµµ 〈µµ| ĝ |µµ 〉,

(3.4.3)

ãäå J � êóëîíîâñêèé îïåðàòîð (ñì. (3.1.7)). Çàìå÷àÿ, ÷òî âûðàæåíèå â ïåðâîì èíòåãðàëå
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ôîêà äëÿ àòîìà M , ïîëó÷èì, ïî òåîðåìå Êóïìàíñà, (3.1.26)

Fµµ = −Iµ + Pµµ 〈µµ|µµ 〉+
∑
B 6=M

(
2
∑
γ 6∈M

Pγγ 〈µγ|µγ 〉− 〈µ
∣∣∣∣ ZB

R1B

∣∣∣∣µ 〉
)
. (3.4.4)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèáëèæåíèè ZDO äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà Ôîêà
ñîäåðæèò àòîìíûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè, îäíîöåíòðîâûå è íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî äâóõ-
öåíòðîâûõ èíòåãðàëîâ. Àíàëîãè÷íî

Fµν = 〈µ

∣∣∣∣∣−1

2
∆−

∑
B

ZB

R1B

∣∣∣∣∣ ν 〉+∑
γ,δ 6=µ

Pγδ(2 〈µγ| ĝ |νδ 〉− 〈µγ| ĝ |δν 〉) =

= 〈µ

∣∣∣∣∣−1

2
∆−

∑
B

ZB

R1B

∣∣∣∣∣ ν 〉−Pγµ 〈µγ| ĝ |µγ 〉 .

(3.4.5)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ äâóõöåíòðîâûì èíòåãðàëîì, îäíàêî ïðåíåáðå÷ü èì, èñõîäÿ èç
ïðèáëèæåíèÿ ZDO, íåëüçÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî Fµν = βµν Sµν −Pγµ 〈µγ| ĝ |µγ 〉,
ãäå βµν ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð, à Sµν = 〈χµ|χν 〉 .

Çàìå÷àíèå: ââåäåíèå ïðèáëèæåíèÿ ZDO ïðèâîäèò ê ðÿäó äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
íà ýëåêòðîííûå èíòåãðàëû. Íàïðèìåð, 〈 px|pz 〉 = 0; âûáîð íàïðàâëåíèé òð¼õ p-îðáèòàëåé
ïðîèçâîëåí, ïîýòîìó äëÿ

p̄x = px cosϕ+pz sinϕ, p̄y = py, p̄z = −px sinϕ+pz cosϕ

〈 p̄x|p̄z 〉 = 0. Îòñþäà 0 = 〈 px|pz 〉(cos2 ϕ− sin2 ϕ) + (−〈 px|px 〉+ 〈 pz|pz 〉) sinϕ cosϕ =

= (−〈 px|px 〉+ 〈 pz|pz 〉) sinϕ cosϕ⇒ 〈 px|px 〉 = 〈 pz|pz 〉 .

Ïðèáëèæåíèå ZDO äëÿ ðàñ÷¼òà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îïåðàòîðà Ôîêà ïðèâîäèò ê ìåòî-
äó ïîëíîãî ïðåíåáðåæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïåðåêðûâàíèåì (ÏÏÄÏ, CNDO � complete
neglect of di�erential overlap). Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðàñ÷¼òà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè äàííûìè ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ ðÿäà ñóãóáî ýìïèðè÷åñêèõ óòî÷íåíèé �
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íàïðèìåð, âìåñòî àòîìíîãî ïîòåíöèàëà èîíèçàöèè â Fµµ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïîëó-
ñóììà ïîòåíöèàëà èîíèçàöèè è ñðîäñòâà ê ýëåêòðîíó äëÿ òîãî àòîìà, íà êîòîðîì öåíòðè-
ðîâàíà χµ. Ïàðàìåòðû βµν ìîãóò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíû êàê äëÿ ìîëåêóëû â öåëîì, òàê

è äëÿ îòäåëüíûõ àòîìîâ, ïîñëå ÷åãî βµν =
1

2
(βµ + βν), è ò. ä. Ðàçóìååòñÿ, òî÷íîñòü ðàñ÷¼-

òîâ ïî ìåòîäó CNDO î÷åíü íèçêà, ïîýòîìó ïðèáëèæåíèå ZDO ìîæåò áûòü ñäåëàíî ìåíåå
ãðóáûì � íàïðèìåð, ïóò¼ì ââåäåíèÿ íóëåâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïåðåêðûâàíèÿ òîëüêî
äëÿ îðáèòàëåé, öåíòðèðîâàííûõ íà ðàçíûõ àòîìàõ. Òàê âîçíèêàþò ìåòîäû ÷àñòè÷íîãî
ïðåíåáðåæåíèÿ íóëåâûì äèôôåðåíèàëüíûì ïåðåêðûâàíèåì (×ÏÄÏ, INDO � intermediate
neglect of di�erential overlap), ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðåíåáðåæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïå-
ðåêðûâàíèåì (ÌÏÄÏ, MNDO � modi�ed neglect of di�erential overlap) è äðóãèå.

3.5. Ìåòîä Õþêêåëÿ

Ìåòîä Õþêêåëÿ îñíîâàí íà åù¼ áîëåå ãðóáîé îöåíêå èíòåãðàëîâ ó÷àñòèåì àòîìíûõ îð-
áèòàëåé. Âïåðâûå ìåòîä Õþêêåëÿ áûë ââåä¼í äëÿ ïëîñêèõ ìîëåêóë â ðàìêàõ π-ýëåêòðîííîãî
ïðèáëèæåíèÿ. Ïëîñêàÿ ìîëåêóëà (èëè ïëîñêèé ôðàãìåíò ìîëåêóëû) îáëàäàåò òî÷å÷íîé
ñèììåòðèåé Cs, à ïîòîìó ìîëåêóëÿðíûå îðáèòàëè ïðåîáðàçóþòñÿ ïî îäíîìó èç äâóõ îä-
íîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû ñèììåòðèè (ñì. 5.2). Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì îðáèòàëè, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ ñ χ(σ) = 1, íàçû-
âàþòñÿ σ-îðáèòàëÿìè, à îðáèòàëè, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ ñ χ(σ) = −1 �
π-îðáèòàëÿìè. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèãíåðà-Ýêêàðòà (ñì. 5.3), ýëåìåíòû ìàòðèöû Ôîêà íà
îðáèòàëÿõ ðàçíûõ òèïîâ ñèììåòðèè ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó ìàòðèöà F ðàçáèâàåòñÿ íà äâà
äèàãîíàëüíûõ áëîêà Fσ è Fπ, è óðàâíåíèÿ Õàðòðè-Ôîêà-Ðóòàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî
îòäåëüíîñòè äëÿ σ- è π-ýëåêòðîíîâ. Áîëüøèíñòâî ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ π-ýëåêòðîííîå ïðè-
áëèæåíèå îïðàâäàíî, ÿâëÿþòñÿ îðãàíè÷åñêèìè ñîåäèíåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ñîïðÿæ¼ííûå
àòîìû óãëåðîäà.

Â π-ýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Ôîêà îòëè÷íû îò íóëÿ
òîëüêî äëÿ ñîñåäíèõ àòîìîâ: Fµµ = α, åñëè µ � àòîì óãëåðîäà; Fµµ = α + δµβ, åñëè µ �
ãåòåðîàòîì. Fµν = β, åñëè µ è ν � ñîñåäíèå àòîìû óãëåðîäà; Fµν = β + kνβ, åñëè µ � àòîì
óãëåðîäà, à ν � ãåòåðîàòîì; Fµν = βµν , åñëè µ, ν � ãåòåðîàòîìû. Óêàçàííûå ïàðàìåòðû îïðå-
äåëÿþòñÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ïîçâîëÿþò íåïîñðåäñòâåííî çàïèñàòü ìàòðèöó
Ôîêà äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêàòü å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (îðáèòàëüíûå ýíåðãèè) è ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè (ìîëåêóëÿðíûå îðáèòàëè) ïóòåì ðåøåíèÿ âåêîâîãî óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ìîãóò áûòü ïîëåçíû ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè îò áîëåå ïðîñòûõ
π-ñèñòåì ê áîëåå ñëîæíûì. Ýòè ïîäõîäû ðåàëèçóþòñÿ â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî ïðîñòîãî
ìåòîäà Õþêêåëÿ.

Ïðèìåð (ìîëåêóëà ýòèëåíà): äëÿ ïðîñòåéøåé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé 2 π-ýëåêòðîíà íà
àòîìàõ óãëåðîäà, ìàòðèöà îïåðàòîðà Ôîêà èìååò âèä

F =

(
α β
β α

)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû E = α ± β, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåê-
òîðû

ψ1 =

(
1
1

)
, ψ2 =

(
1
−1

)
. (3.5.1)

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè äâà π-ýëåêòðîíà íàõîäÿòñÿ íà íèæíåì ïî ýíåðãèè óðîâíå, à âåðõíèé
óðîâåíü (îòëè÷àþùèéñÿ îò íèæíåãî ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû C�C ñâÿçè) ñâîáî-
äåí. Ïîäîáíûé àíàëèç î÷åíü óäîáåí ïðè ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñà î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè
çàïðåòà ïî ñèììåòðèè íà ïðîòåêàíèå òîé èëè èíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè (ñì. 5.4).
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Àëüòåðíàíòíûå óãëåâîäîðîäû: óäîáíûì îáúåêòîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîñòîãî ìåòîäà
Õþêêåëÿ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, â êîòîðûõ àòîìû óãëåðîäà ìîãóò áûòü îáîçíà÷åíû äâóìÿ
ñèìâîëàìè òàê, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ àòîìà èìåþò ðàçíûå ñèìâîëû (àëüòåðíàíòíûå
ñèñòåìû). Ïîäîáíîå ðàçäåëåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó Ôîêà â âèäå

F =

(
αE T
T+ αE

)
. (3.5.2)

Ïóñòü F = F−αE � ìàòðèöà, äèàãîíàëüíûå áëîêè êîòîðîé ðàâíû íóëþ; εi � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ F, òîãäà xi = εi−α � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ F. ci � ñîáñòâåííûé âåêòîð F, êîòîðûé,
ïî àíàëîãèè ñî ñòðóêòóðîé F, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

c =

(
ci+

ci−

)
.

Óñëîâèå F ci = xi ci ðàñïàäàåòñÿ íà −xi ci+ + T ci− = 0, T+ ci+−xi ci− = 0. Ðàññìîòðèì

c′i =

(
ci+

− ci−

)
; (F + xi E) c′i =

(
xi ci+−T ci−
T+ ci+−xi ci−

)
= 0,

òî åñòü c′i ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì F ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (−xi). Òàêèì îá-
ðàçîì, çíà÷åíèÿ ýíåðãèé π-îðáèòàëåé àëüòåðíàòíûõ óãëåâîäîðîäîâ ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî âåëè÷èíû α.

Ïîäõîä ïðîñòîãî ìåòîäà Õþêêåëÿ áûë ðàñïðîñòðàí¼í íà ïðîèçâîëüíûå ìîëåêóëÿðíûå
ñèñòåìû Õîôôìàíîì, Ïîïëîì è Ñàíòðè è ïîëó÷èë íàçâàíèå ðàñøèðåííîãî ìåòîäà Õþê-
êåëÿ (EHT � extended Huckel theory). Ïî àíàëîãèè ñ π-ñèñòåìàìè

Fµµ = αµ, Fµν =
K

2
(αµ + αν) Sµν , (3.5.3)

åñëè µ è ν öåíòðèðîâàíû íà îäíîì è òîì æå èëè ñîñåäíèõ àòîìàõ; Fµν = 0, åñëè µ è ν
öåíòðèðîâàíû íå íà ñîñåäíèõ àòîìàõ. Ïðèáëèæåíèå EHT íå èìååò ïðÿìîãî ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà Ôîêà
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ñ ýôôåêòèâíûì ãàìèëüòî-
íèàíîì

H(1) = −1

2
∆ +

∑
σ

Uσ(1), (3.5.4)

ãäå Uσ � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ îñòîâîì àòîìà σ.

Fµν =
1

2
〈χµ

∣∣∣∣(−1

2
∆ + Uµ

)
+

(
−1

2
∆ + Uν

)∣∣∣∣χν 〉+

+
1

2
〈χµ|Uµ + Uν |χν 〉+ 〈χµ|

∑
σ 6=µ,ν

Uσ|χν 〉 .
(3.5.5)

Îïåðàòîðàì

(
−1

2
∆ + Uµ

)
,

(
−1

2
∆ + Uν

)
ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë ãàìèëüòîíèàíîâ ñâîáîä-

íîãî àòîìà è ñ÷èòàòü χµ, χν èõ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.5.5)

ðàâíî
1

2
(εµ + εν) Sµν , à îñòàëüíûå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè.
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4. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëà ïëîòíîñòè

4.1. Òåîðåìà è âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Õîýíáåðãà-Êîíà

Òåîðåìà (Õîýíáåðãà-Êîíà): ýíåðãèÿ âñÿêîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëîì ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ýòîé ñèñòåìû.

4 Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ íåâûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ; êîììåíòàðèè î
ñëó÷àå âûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâåäåíû íèæå. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà ñóììå
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ôóíêöèîíàëîì ïëîòíîñòè (N [ρ] =

∫
ρ(r)d r). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóþò äâå N -ýëåêòðîííûå ñèñòåìû, èìåþùèå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îäèíàêîâóþ
ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü, íî ðàçëè÷àþùèåñÿ ñâîèìè ïîòåíöèàëàìè (H = T+V, H′ = T+V ′).
Åñëè âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåì çàäàíû êàê Ψ è Ψ′, òî Ψ′ ìîæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ïðîáíóþ ôóíêöèþ äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû. Çíà÷èò, ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó (ñì.
ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, 3.4),

E0 < 〈Ψ′|H |Ψ 〉 = 〈Ψ′|H′ |Ψ′ 〉+ 〈Ψ′|(H−H′)|Ψ′ 〉 = E ′0 +

∫
ρ(r)(V (r)− V ′(r))d r . (4.1.1)

Àíàëîãè÷íî

E ′0 < 〈Ψ|H′ |Ψ 〉 = E0 −
∫
ρ(r)(V (r)− V ′(r))d r . (4.1.2)

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì E0 +E ′0 < E0 +E ′0, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì,
Ψ = Ψ′, V = V ′, òî åñòü ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü îäíîçíà÷íî çàäà¼ò ýíåðãèþ ñèñòåìû. �

Ýòà ïðîñòàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, èñïîëü-
çóÿ âìåñòî âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü: äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ρ(r) òàêîé,
÷òî ∀ r ρ(r) ≥ 0,

∫
ρ(r)d r = N, ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0 ≤ E[ρ]. Ïîñëåäíåå

óòâåðæäåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Õîýíáåðãà-Êîíà. Îíî, î÷åâèäíî,
ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå ýëåêòðîííîé çàäà÷è, ïîçâîëÿÿ ìèíèìèçèðîâàòü ýíåðãèþ
ïîèñêîì îïòèìàëüíîé ôóíêöèè òð¼õ ïåðåìåííûõ (ρ), à íå 3N ïåðåìåííûõ (Ψ). Òåì íå
ìåíåå, íà ïóòè ñòîëü ïðîñòîãî ðåøåíèÿ ñòîÿò äâà ïðåïÿòñòâèÿ.

Âî-ïåðâûõ, òî÷íàÿ ôîðìà ôóíêöèîíàëà E[ρ] íåèçâåñòíà; ïî àíàëîãèè ñ (2.2.13) ìîæíî
çàïèñàòü

E[ρ] = T [ρ] + Vne[ρ] + Vee[ρ] = T [ρ] +

∫
V (r)ρ(r)d r+Vee[r] = F [ρ] +

∫
V (r)ρ(r)d r, (4.1.3)

ãäå ïðåäñòàâëåíèå Vne[ρ] â âèäå èíòåãðàëà ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ôîðìóëó, ó÷èòûâàÿ â V (r)
íå òîëüêî ïîòåíöèàë êóëîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ýëåêòðîíîâ è ÿäåð, íî è âíåøíèé ïîòåíöèàë
ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Ñðàâíèâàÿ (4.1.3) ñ (2.5.3), ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

T [ρ] = −1

2

∫
[∇2

r1
ρ1(r

′
1, r1)]=d r1, Vee[ρ] =

∫∫
ρ2(r1, r2)

| r1− r2 |
d r1 d r2; (4.1.4)

òåì íå ìåíåå, àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü T [ρ] è Vee[ρ] êàê ôóíêöèîíàëîâ ρ íåèçâåñòíà; ðàç-
ëè÷íûå ïóòè ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðåäñòàâëåíû â 4.2-4.4. Çäåñü æå îñòàíîâèìñÿ íà
äðóãîì âîïðîñå: èç òåîðåìû Õîýíáåðãà-Êîíà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ρ(r), êîòîðàÿ
ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∫
ρ(r)d r = N è ÿâëÿåòñÿ

òî÷íîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ êàêîé-ëèáî ðåàëüíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåë¼í-
íîìó ïîòåíöèàëó V (r), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ V -ïðåäñòàâèìîé. Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï Õîýíáåðãà-Êîíà êàñàåòñÿ òîëüêî äëÿ V -ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé ρ; ìåæäó òåì,
äàëåêî íå âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ρ(r) : ρ(r) ≥ 0,

∫
ρ(r)d r = N ÿâëÿåòñÿ V -ïðåäñòàâèìîé. Âûðà-

áîòêà ìàòåìàòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ V -ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè ρ îêçàëàñü êðàéíå ñëîæíîé

37



çàäà÷åé; òåì íå ìåíåå, íåñëîæíûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåä¼ííûå Ëåâè, ïîçâîëèëè ðàñøèðèòü
êðóã ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå Õîýíáåðãà-Êîíà.

Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, èç âñåõ Ψρ0 ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ρ0, ìèíèìóì ýíåðãèè äî-
ñòàâëÿåò ëèøü òà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû (Ψ0):
〈Ψρ0|H |Ψρ0 〉 ≥ 〈Ψ0|H |Ψ0 〉 = E0. Îòñþäà

〈Ψρ0|(T+Vee)|Ψρ0 〉+
∫
ρ0(r)V (r)d r ≥ 〈Ψ0|(T+Vee)|Ψ0 〉+

∫
ρ0(r)V (r)d r ⇒

⇒ 〈Ψρ0|(T+Vee)|Ψρ0 〉 ≥ 〈Ψ0|(T+Vee)|Ψ0 〉 = F [ρ0] � òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîé ýëåê-
òðîííîé ïëîòíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ òî÷íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåå
çíà÷åíèå îïåðàòîðà (T+Vee). Äðóãèìè ñëîâàìè,

F [ρ0] = min
Ψ→ρ0

〈Ψ|(T+Vee)|Ψ 〉 (4.1.5)

(Ψ → ρ0 îáîçíà÷àåò âñå âîëíîâûå ôóíêöèè, çàäàþùèå ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü ρ0). Ýòîò
ðåçóëüòàò ñíèìàåò òðåáîâàíèå íåâûðîæäåííîñòè îñíîâíîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ, ââå-
ä¼ííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Õîýíáåðãà-Êîíà: äåéñòâèòåëüíî, äëÿ çàäàííîé ýëåê-
òðîííîé ïëîòíîñòè ρ0 íàáîð áàçèñíûõ ôóíêöèé âûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âûáè-
ðàåòñÿ îäíîçíà÷íî � â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèåì ìèíèìóìà F [ρ0]; ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò
âîñïðîèçâåñòè ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðìû Õîýíáåðãà-Êîíà äëÿ ñëó÷àÿ
íåâûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Íàêîíåö, çàïèøåì ñ ó÷¼òîì ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Õîýíáåðãà-
Êîíà:

E0 = min
Ψ
〈Ψ|(T+Vee + Vne)|Ψ 〉 = min

ρ

(
min
Ψ→ρ

(
〈Ψ|(T+Vee)|Ψ 〉+

∫
ρ(r)V (r)d r

))
=

= min
ρ

(
F [ρ] +

∫
ρ(r)V (r)d r

)
= min

ρ
E[ρ].

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî â õîäå ìèíèìèçàöèè âûáèðàþòñÿ òå ôóíêöèè
ρ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûì ôóíêöèÿì ýëåêòðîííûõ ñèñòåì, òî åñòü àíòèñèì-
ìåòðè÷íûì N -÷àñòè÷íûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ρ íàçûâàþò
N -ïðåäñòàâèìûìè, à òðåáîâàíèå V -ïðåäñòàâèìîñòè âîîáùå ñíèìàåòñÿ. N -ïðåäñòàâèìîñòü
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìÿãêèì óñëîâèåì è ïðèâîäèò ê âñåãî òð¼ì îãðàíè÷åíèÿì íà âèä ρ:

ρ(r) ≥ 0,

∫
ρ(r)d r = N,

∫
|∇
√
ρ(r)|2d r <∞. (4.1.6)

4.2. Òåîðèÿ Òîìàñà-Ôåðìè è ìîäåëü ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà

Ïåðâàÿ ïîïûòêà ðàñ÷¼òà ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîãî ïðèí-
öèïà Õîýíáåðãà-Êîíà áûëà ñâÿçàíà ñî ñâîáîäíûì (èäåàëüíûì) ýëåêòðîííûì ãàçîì, äëÿ
êîòîðîãî èç (4.1.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ôóíêöèîíàëà T [ρ].

Ñâîáîäíûé ýëåêòðîííûé ãàç îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèñòåìà N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷à-
ñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ÿùèêå ñ ðåáðîì l; ðåøåíèå ýòîé ìîäåëüíîé çàäà÷è
õîðîøî èçâåñòíî (ñì. ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, 2.4):

E(nx, ny, nz) =
π2~2

2ml2
(n2

x + n2
y + n2

z), (4.2.1)

ãäå êâàíòîâûå ÷èñëà nx, ny, nz ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ
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ôóíêöèÿ èìååò âèä ïëîñêîé âîëíû

ψ(kx, ky, kz) =
1√
V
· ei(kxx+kyy+kzz) =

1√
V
· eik r, (4.2.2)

ãäå kα =
2π

l
nα � ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè èíäåêñèðóþòñÿ âîëíîâûìè âåêòîðàìè k . Òîãäà,

ñ÷èòàÿ îáùèé ñïèí ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ íóëåâûì, ìîæíî çàïèñàòü ìàòðèöó ïëîòíîñòè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ïî àíàëîãèè ñ (3.1.19)

ρ1(r1, r2) = 2

N/2∑
i=1

ψ∗i (r1)ψ(r2) =
2

V

∑
k

eik(r2− r1), (4.2.3)

ãäå ìíîæèòåëü 2 îòâå÷àåò äâóì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì ñïèíà, ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ
ïî âñåì k, ñîîòâåòñòâóþùèì çàíÿòûì ýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì; èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû,
ïîëó÷åííîé â ðàìêàõ îäíîýëåêòðîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, òî åñòü ñòðîãî îïðåäåë¼ííàÿ ýëåê-
òðîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Ýòà êîíôèãóðàöèÿ îòâå÷àåò àáñîëþòíîìó íóëþ òåìïåðàòóðû è
ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó çàñåëåíèþ âñåõ óðîâíåé ñ ýíåðãèåé, íå ïðåâûøàþùåé εF (òàê íà-
çûâàåìàÿ ýíåðãèÿ Ôåðìè), è íóëåâîìó çàñåëåíèþ âñåõ áîëåå âûñîêèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâ-
íåé. Ýíåðãèè Ôåðìè îòâå÷àåò âîëíîâîå ÷èñëî kF . Ïîëàãàÿ ÷èñëî ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé
äîñòàòî÷íî áîëüøèì (÷òî ëåãêî äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì óâåëè÷åíèÿ l), ïåðåéä¼ì îò ñóììèðîâà-
íèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ:

ρ1(r1, r2) =
1

4π3

∫
eik(r2− r1)dk =

1

4π3

kF∫
0

k2dk

∫∫
eik(r2− r1) sin θdθdϕ, (4.2.4)

ãäå â ïåðâîì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà ñâÿçü k è n = (nx, ny, nz) dn =

(
l

2π

)3

dk, à âî

âòîðîì ñîâåðø¼í ïåðåõîä ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ k . kF ëåãêî
âûðàçèòü ÷åðåç ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü, ïîñêîëüêó

ρ(r) = ρ1(r, r) =
k3

F

12π3
· 4π =

k3
F

3π2
⇒ kF (r) =

(
3π2ρ(r)

)1
3 . (4.2.5)

Ïåðåéä¼ì ê íîâûì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì: r =
1

2
(r1 + r2), s = r1− r2; íàïðàâ-

ëÿÿ îñü z âäîëü âåêòîðà s, ïîëó÷èì

ρ1(r1, r2) =
1

4π3

kF∫
0

k2dk

π∫
0

sin θ · eiks cos θdθ

2π∫
0

dϕ = (cos θ = τ) =

=
1

2π2

kF∫
0

k2dk

1∫
−1

eiksτdτ =
1

π2s

kF∫
0

k sin(ks)dk = − 1

π2s2

k cos(ks)|kF
0 −

kF∫
0

cos(ks)dk

 =

=
1

π2s3
(−kF s cos(kF s) + sin(kF s)) =

k3
F

π2
· sin t− t cos t

t3
=

= 3ρ(r)
sin t− t cos t

t3
= 3ρ(r)f(t) = ρ1(r, s), (4.2.6)

ãäå t = kF (r)s, à â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî (4.2.5). r1 = r+
1

2
s, ïîýòîìó îïåðàòîð
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Ëàïëàñà ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ∇2
r1

=
1

4
∇2

r +∇2
s +∇r∇s, îòêóäà

−[∇2
r1
ρ1(r1, r2)]r1=r2 = −

[(
1

4
∇2

r +∇2
s +∇r∇s

)
ρ1(r, s)

]
s=0

. (4.2.7)

ρ1 çàâèñèò òîëüêî îò s, è, çàïèñûâàÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà ∇2
s â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ,

äîñòàòî÷íî ó÷åñòü ëèøü äåéñòâèå ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé: ñ ó÷¼òîì (4.2.5) è ïðàâèëà
Ëîïèòàëÿ

∇2
sρ1(r, s) =

(
d2

ds2
+

2

s

d

ds

)
ρ1 = 3k2

Fρ(r) ·
(
d2f

dt2
+

2

t

df

dt

)
=

= 3(3π2)
2
3ρ

5
3 (r) · t

3 cos t− 3t2 sin t+ 6 sin t− 6t cos t

t5
−→−3

5
(3π2)

2
3ρ

5
3 (r), t−→ 0.

(4.2.8)

∇sρ1(r, s) = 3ρ(r)kF ·
df

dt
es (es � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü íàïðàâëåíèÿ s),

ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ,

∇sρ1(r, s) = 3ρ(r)kF ·
t2 sin t− 3 sin t+ 3t cos t

t4
· es−→0, t−→ 0 (4.2.9)

Òàêèì îáðàçîì, (4.2.7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

−[∇2
r1
ρ1(r1, r2)]r1=r2 = −1

4
∇2

rρ(r) +
3

5
(3π2)

2
3ρ

5
3 (r). (4.2.10)

Èíòåãðèðóÿ ïî r è íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ãëàäêîñòè
∫
∇2

rρ(r)d r = 0, ïîëó-
÷èì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà êàê ôóíêöèîíàë ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòè (â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö ñ ~ = 1, me = 1):

Ts[ρ] = CF

∫
ρ

5
3 (r)d r, CF =

3

10
(3π2)

2
3 . (4.2.11)

Òåïåðü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ôîðìó ïîòåíöèàëà Vee[ρ]; äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííî-
ãî ãàçà Vee[ρ] = 0, ïîñêîëüêó ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì òîëüêî â ìîìåíò
ñòîëêíîâåíèÿ; òåì íå ìåíåå, íè â îäíîé ðåàëüíîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìå íåëüçÿ ïîëíîñòüþ
ïðåíåáðå÷ü ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûì îòòàëêèâàíèåì, ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ïî ìåíüøåé ìåðå,

ñ÷èòàòü, ÷òî Vee[ρ] = J [ρ] =
1

2

∫∫ ρ(r1)ρ(r2)

| r1− r2 |
d r1 d r2 � ïîòåíöèàë êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ

ýëåêòðîíîâ. Ïîèñê ýíåðãèè ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

ETF [ρ] = Ts[ρ] +

∫
ρ(r)V (r)d r+J [ρ] (4.2.12)

ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà Òîìàñà-Ôåðìè è øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ñè-
ñòåì çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Õîýíáåðãà-Êîíà.

Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü Vee[ρ] íåñêîëüêî òî÷íåå; ïîäñòàâèì (3.1.22) â (4.1.4):

Vee[ρ] =
1

2

∫∫
ρ(r1)ρ(r2)

| r1− r2 |
d r1 d r2−

1

4

∫∫
ρ2

1(r1, r2)

| r1− r2 |
d r1 d r2 = J [ρ]−K[ρ], (4.2.13)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ëîãè÷íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáìåííóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ áåð¼òñÿ
ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2
èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è ïðè ïåðåõîäå ê îãðàíè÷åííîìó ìåòîäó
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Õàðòðè-Ôîêà â (3.1.11). Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà

ETFD[ρ] = Ts[ρ] +

∫
ρ(r)V (r)d r+J [ρ]−K[ρ] (4.2.14)

ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ ìåòîäà Òîìàñà-Ôåðìè-Äèðàêà. Ðàñ÷¼ò K[ρ] ìîæåò áûòü îñóùåñòâë¼í
ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.2.6):

K[ρ] =
1

4

∫∫
ρ1(r1, r2)

2

| r1− r2 |
d r1 d r2 =

1

4

∫∫
ρ1(r, s)

2

s
d r d s =

= 9π

∫
ρ2(r)d r

 +∞∫
0

s2 (sin t− t cos t)2

t6
ds

 = 9π

∫
ρ2(r)

k2
F

d r

 +∞∫
0

(sin t− t cos t)2

t5
dt

 ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñîâåðø¼í ïåðåõîä ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ s, ïðèâîäÿùèé ê ïîÿâëåíèþ ìíîæèòåëåé 4π è s2. Èíòåãðàë ïî t ìîæåò áûòü

âû÷èñëåí ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè q =
sin t

t
:

dq

dt
= −sin t− t cos t

t2
,
d2q

dt2
= −2

t

dq

dt
− q,

ïîýòîìó

+∞∫
0

(sin t− t cos t)2

t5
dt =

+∞∫
0

dq

dt
· 1

t

dq

dt
dt =

+∞∫
0

dq

dt

(
−1

2
q − 1

2

d2q

dt2

)
dt =

= −1

4

+∞∫
0

d

dt

(
q2 +

(
dq

dt

)2
)
dt = −1

4
· (g(+∞)− g(0)) =

1

4
, g(t) = q2 +

(
dq

dt

)2

(ïðåäåëû ïðè t−→ 0 è t−→+∞ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì Ëîïèòàëÿ). Òàêèì îáðàçîì,

K[ρ] = Cx

∫
ρ

4
3 (r)d r, Cx =

3

4

(
3

π

)1
3

. (4.2.15)

Òåì íå ìåíåå, ââåäåíèå ïîïðàâêè Äèðàêà K[ρ] ïðàêòè÷åñêè íå óëó÷øàåò ðåçóëüòàòû
ðàñ÷¼òà äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó îñíîâíîé ïðè÷èíîé îøèáîê ÿâëÿëîñü èñ-
ïîëüçîâàíèå ôóíêöèîíàëîâ, ðàññ÷èòàííûõ â ïðèáëèæåíèè ñâîáîäíîãî (è, â ÷àñòíîñòè, îä-
íîðîäíîãî) ýëåêòðîííîãî ãàçà: íàïðèìåð, ïðè ïîïûòêå ðàñ÷¼òà ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû
àòîìîâ ìåòîä Òîìàñà-Ôåðìè íå ïðèâîäèë ê óðîâíåâîé ñèñòåìå, íåîäíîêðàòíî íàáëþäàâ-
øåéñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ DFT ïîòðåáîâàëîñü âíåäðåíèå
íîâîãî ïîäõîäà.

4.3. Ïðèíöèï Êîíà-Øýìà è ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè

Ïóñòü ρ(r) � ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñ ïëîòíî-
ñòüþ ρ(r) èññëåäóåìîé ñèñòåìû N ýëåêòðîíîâ; ïîäáåð¼ì ñèñòåìó N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùóþñÿ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå vs(r) è èìåþùóþ òó æå ýëåêòðîííóþ
ïëîòíîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ρ(r) (ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñÿ-
êîé ôóíêöèè ρ(r); ââåä¼ííîå ïðåäïîëîæåíèå íàêëàäûâàåò íà ρ(r) óñëîâèå åù¼ áîëåå æ¼ñò-
êîå, ÷åì V -ïðåäñòàâèìîñòü (ñì. 4.1); òåì íå ìåíåå, îò ýòîãî óñëîâèÿ óäàñòñÿ îòêàçàòüñÿ
íåñêîëüêî íèæå).

Èòàê, ñèñòåìà N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì îäíî÷àñòè÷-
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íûì óðàâíåíèåì ĥs ψi =

(
−1

2
∇2 + vs(r)

)
ψi = εi ψi; âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëèòåëåì Ñëýòåðà Ψs, ñîñòàâëåííûì èç N âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé ψi, à
ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ (2.3.4):

Ts[ρ] = 〈Ψs

∣∣∣∣−1

2
∇2

∣∣∣∣Ψs 〉 =
N∑

i=1

〈ψi

∣∣∣∣−1

2
∇2

∣∣∣∣ψi 〉 (4.3.1)

� ýòî ôóíêöèîíàë ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ çàäà¼ò (âîçìîæíî, íåîäíîçíà÷íî) ñàìó
ñèñòåìó N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, òî åñòü îðáèòàëè ψi. Ïðèíöèï Êîíà-Øýìà
ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ðåàëüíîé ñèñòåìû â âèäå:

E[ρ] = Ts[ρ] +

∫
ρ(r)V (r)d r+J [ρ] + Exc[ρ], (4.3.2)

ãäå ââåä¼í ôóíêöèîíàë îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

Exc[ρ] = T [ρ]− Ts[ρ] + Vee[ρ]− J [ρ]. (4.3.3)

Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì è, ñàìî ïî ñåáå, íèêàê íå óïðîùàåò ðå-
øåíèå ýëåêòðîííîé çàäà÷è; òåì íå ìåíåå, ââåäåíèå òî÷íîãî ôóíêöèîíàëà Ts[ρ] ñðàçó ñíèìà-
åò ÷àñòü íåîïðåäåë¼ííîñòè � òåïåðü íåîáõîäèìî èñêàòü ïðèáëèæ¼ííûå ñîîòíîøåíèÿ òîëüêî
äëÿ Exc[ρ]. Ìèíèìèçèðóÿ E[ρ] â ñîîòâåòñòâèè ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì Õîýíáåðãà-Êîíà
ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ÷èñëà ýëåêòðîíîâ (

∫
ρ(r)d r = N), íàéä¼ì

δ

(
E[ρ]− µ

∫
ρ(r)d r

)
= 0, (4.3.4)

ãäå µ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Èç óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïîëó÷èì

µ =
δE[ρ]

δρ
=
δTs[ρ]

δρ
+ Veff (r), (4.3.5)

Veff (r) = V (r) +
δJ [ρ]

δρ
+
δExc[ρ]

δρ
= V (r) +

∫
ρ(r′)

| r− r′ |
d r′+Vxc(r), (4.3.6)

ãäå Vxc(r) =
δExc[ρ]

δρ
� îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë. Çàìåòèì, ÷òî òî÷íî òàêîå

æå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïðèìåíåíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Õîýíáåðãà-
Êîíà ê ñèñòåìå N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïîòåíöèàëå Veff (r).
Èòàê, (

−1

2
∇2 + Veff (r)

)
ψi = εi ψi, (4.3.7)

à ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.1.18) ρ(r) =
N∑

i=1

|ψi(r)|2. Ïîñëåä-

íèå äâà óðàâíåíèÿ çàäàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé Êîíà-Øýìà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøå-
íà èòåðàöèîííî, ïóò¼ì ïîäáîðà îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ρ(r). Ïðîöåäóðà òàêîãî ðåøåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàíèåì, ïîýòîìó ïðèìåíèòåëüíî ê ðàñ÷¼òàì DFT ÷àñòî ïðèìåíÿ-
þò òåðìèí "ñàìîñîãëàñîâàíèå ïîëÿ" (SCF). Ìåæäó òåì, íåîáõîäèìî îòìåòèòü îäíî ñóùå-
ñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó óðàâíåíèÿìè Êîíà-Øýìà è óðàâíåíèÿìè Õàðòðè-Ôîêà: ïåðâûå
òî÷íû è, ïðè èçâåñòíîì Vxc(r), ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òî÷íóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû; óðàâíå-
íèÿ Õàðòðè-Ôîêà â ïðèíöèïå ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæ¼ííûìè. Ðåøåíèÿ ψi óðàâíåíèé Êîíà-
Øýìà (îðáèòàëè Êîíà-Øýìà) íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà; îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà
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E = Ts[ρ] +
∫
ρ(r)Veff (r)d r ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê óðàâíåíèÿì Êîíà-Øýìà ïðè ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèè ïóò¼ì âàðüèðîâàíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî íàáîðà N îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé
ψi (êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â 3.1 ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà), òî åñòü, íåñìîòðÿ
íà îòñóòñòâèå ÿâíîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, îðáèòàëè ψi îòíîñÿòñÿ íå òîëüêî ê ìîäåëüíîé
ñèñòåìå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, íî è ê èññëåäóåìîé ñèñòåìå.

Îãðàíè÷åíèå íà ρ(r), ñâÿçàííîå ñ ïîäáîðîì ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
ýëåêòðîíîâ, ìîæåò áûòü ñíÿòî ïî àíàëîãèè ñ 4.1: â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.1.5),

F [ρ] = min
Ψ−→ ρ

〈Ψ|(T+Vee)|Ψ 〉 .

Â íàøåì ñëó÷àå âêëàä 〈Ψ|Vee|Ψ 〉 ó÷ò¼í ýôôåêòèâíûì ïîòåíöèàëîì Veff (r), ïîýòîìó Ts[ρ]
ìîæíî íàéòè ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè:

Ts[ρ] = min
ΨD→ρ

〈ΨD|T |ΨD 〉, (4.3.8)

ãäå èíäåêñ D îáîçíà÷àåò âñå îäíîäåòåðìèíàíòíûå âîëíîâûå ôóíêöèè, ïîñêîëüêó íàñ èí-
òåðåñóþò ëèøü òå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé â
âèäå îïðåäåëèòåëÿ Ñëýòåðà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íà ρ âíîâü íàêëàäûâàåòñÿ òîëüêî îäíî,
äîñòàòî÷íî ìÿãêîå, îãðàíè÷åíèå � N -ïðåäñòàâèìîñòü, à Ts[ρ] è îðáèòàëè ñèñòåìû íåâçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Òåïåðü â ðåøåíèè ýëåêòðîííûõ çàäà÷ ìåòîäîì DFT îñòà¼òñÿ ëèøü îäíà ïðîáëåìà �
îïðåäåëåíèå îáìåííî-êîððåëÿöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Ïðîñòåéøèì ïîäõîäîì â äàííîì ñëó-
÷àå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà; ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèí-
öèïà Êîíà-Øýìà ôîðìà Ts[ρ], ïîëó÷åííàÿ â 4.2, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ïîýòîìó íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü òîëüêî Exc[ρ]. Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèîíàë îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè â
âèäå Exc[ρ] =

∫
ρ(r) εxc(ρ(r))d r (εxc(ρ) � ïëîòíîñòü îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè), ïî-

ëó÷èì îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë

Vxc(r) =
δExc[ρ]

δρ
= εxc(ρ(r)) + ρ(r)

δ εxc

δρ
. (4.3.9)

εxc(ρ) ìîæíî ðàçëîæèòü íà îáìåííîå è êîððåëÿöèîííîå ñëàãàåìûå, ïðè÷¼ì ïåðâîå èç íèõ

óæå áûëî ïîëó÷åíî â 4.2: εxc(ρ) = εx(ρ) + εc(ρ), à ñîãëàñíî (4.2.15) εx(ρ) = −Cxρ
1
3 (r).

Îòìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü îáìåííîé ýíåðãèè òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

εx(rs) = −3

4

(
3

4π2

)1
3 1

rs

, (4.3.10)

ãäå rs � ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì 4πr3
s =

1

ρ
.

Òî÷íàÿ ôîðìà εc(rs) íåèçâåñòíà äàæå äëÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà (íåèäåàëüíîãî, ïîñêîëüêó
â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà εc = 0), íî ïðèáëèæ¼ííàÿ çàâèñèìîñòü εc(rs) ÷àñòî
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà ñ âû-

ñîêîé òî÷íîñòüþ íàéäåíî εc =
C1

rs + C2

. Èñïîëüçîâàíèå εxc ýëåêòðîííîãî ãàçà â óðàâíåíèÿõ

Êîíà-Øýìà ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè (LDA � local density
approximation), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûì äîïóùåíèåì ÿâëÿåòñÿ "îäíîðîäíîñòü"
ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ìîëåêóëû (ìåäëåííîå èçìåíåíèå ρ(r)).

Ïðåíåáðåãàÿ â ðàìêàõ LDA êîððåëÿöèîííîé ñîñòàâëÿþùåéExc[ρ], ïîëó÷èì òî÷íîå óðàâ-
íåíèå Êîíà-Øýìà äëÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà â îòñóòñòâèå êîððåëÿöèé. Ñõîæåå ïîñòðîåíèå
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áûëî âûïîëíåíî åù¼ äî ïîÿâëåíèÿ DFT è èçâåñòíî êàê ìåòîä Xα èëè ìåòîä Õàðòðè-
Ôîêà-Ñëýòåðà. Â ýòîì ìåòîäå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà(

−1

2
∇2 + V (r)−

∫
ρ(r′)

| r− r′ |
d r′+VXα(r)

)
ψi = εi ψi, VXα(r) = −3

2
α

(
3

π
ρ(r)

)1
3

(4.3.11)

ñ ïîäãîíî÷íûì ïàðàìåòðîì α, ðàâíûì
2

3
äëÿ ñëó÷àÿ K[ρ], ðàññ÷èòàííîãî â ìîäåëè ñâîáîä-

íîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèíöèï Êîíà-Øýìà ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûé

ñëó÷àé: äîñòàòî÷íî îòäåëüíîé ðàññìîòðåòü ïî îòäåëüíîñòè ôóíêöèè ρα(r), ρβ(r) � ýëåê-
òðîííûå ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì ñïèíà. Â îáùåì
ñëó÷àå äâóì ýòèì ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå íàáîðû ïðîñòðàíñòâåííûõ îðáè-
òàëåé, ïîýòîìó ôóíêöèîíàë êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ ñðàçó äâóìÿ ôóíêöèÿìè
(Ts[ρ

α, ρβ]) ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè 〈ΨD|T |ΨD 〉 ïðè çàäàííûõ ρ = ρα + ρβ, N = Nα + Nβ

(îáùèé ñïèí â ïðèíöèïå ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ). Òàêèì îáðàçîì, â ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîì
ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

E[ρα, ρβ] = Ts[ρ
α, ρβ] +

∫
(ρα(r) + ρβ(r))V (r)d r+J [ρα + ρβ] + Exc[ρ

α, ρβ] (4.3.12)

ïî N -ïðåäñòàâèìûì ôóíêöèÿì ρα(r), ρβ(r) ïðè óñëîâèè
∫

(ρα(r) + ρβ(r))d r = N. Ââåäåíèå
ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè, ïîçâîëÿåò çàäàòü

Ex[ρ
α, ρβ] = 2

1
3Cx

∫ (
(ρα)

4
3 + (ρβ)

4
3

)
d r, Ec[ρ

α, ρβ] =

∫
ρ(r) εc(ρ, ζ)d r, (4.3.13)

ãäå ζ =
ρα − ρβ

ρ
� ïàðàìåòð ïîëÿðèçàöèè (îáñóæäåíèå âûáîðà ôóíêöèîíàëà èìåííî â ýòîé

ôîðìå îïóñòèì). Ðåøåíèå ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîííîé çàäà÷è â ðàìêàõ LDA ïîëó-
÷èëî íàçâàíèå ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíîé ñïèíîâîé ïëîòíîñòè (LSDA � local spin density
approximation).

4.4. Óòî÷íåíèå ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè

Îäíèì èç çàìåòíûõ íåäîñòàòêîâ óðàâíåíèé Êîíà-Øýìà ÿâëÿåòñÿ çàâûøåíèå êóëîíîâ-
ñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîííîãî îòòàëêèâàíèÿ J [ρ], êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò Vee â ìîëåêóëÿðíîì
ãàìèëüòîíèàíå (ñì. 2.1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ îòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíà îò ñàìîãî ñåáÿ. Ýòîò ôàêò
îáû÷íî íå îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå, îäíàêî õîðîøî çàìåòåí ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîãî
ýëåêòðîíà, îïèñûâàåìîãî âîëíîâîé ôóíêöèåé ϕ(r). Ñîãëàñíî (3.1.18), äëÿ òàêîé ñèñòåìû

ρ(r) = |ϕ(r)|2, è Vee[|ϕ(r)|2] = 0, îäíàêî J [|ϕ(r)|2] =
1

2

∫ |ϕ(r1)|2|ϕ(r2)|2

| r1− r2 |
d r1 d r2 > 0.

Â îáùåì, ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîì ñëó÷àå óñòðàíåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ñàìèì
ñîáîé ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ Vee[ρ

γ
i , 0] = J [ργ

i ] + Exc[ρ
γ
i , 0] = 0, ãäå ργ

i � ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýëåêòðîíà, çàíèìàþùåãî i-óþ îðáèòàëü, γ = α, β. Êðîìå ýòîãî, â îäíîýëåêòðîííîé
ñèñòåìå íåâîçìîæíà ýëåêòðîííàÿ êîððåëÿöèÿ, ïîýòîìó ïðèâåä¼ííîå óñëîâèå ðàçáèâàåòñÿ
íà äâà: J [ργ

i ]+Ex[ρ
γ
i , 0] = 0, Ec[ρ

α
i , 0] = 0. Âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé ëåãêî äîñòèãàåòñÿ ïðè

âûáîðå ôóíêöèîíàëà îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè â âèäå

ESIC
xc [ρα, ρβ] = Exc[ρ

α, ρβ]−
∑
i,γ

(J [ργ
i ] + Exc[ρ

σ
i , 0]), (4.4.1)

ãäå áóêâû SIC îáîçíà÷àþò ïîïðàâêó (self-interaction correction). Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå
ýòîé ïîïðàâêè îòðàæàåòñÿ ëèøü íà ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìå ôóíêöèîíàëà, â òî âðåìÿ êàê äëÿ
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òî÷íîãî Exc[ρ
α, ρβ] ïîïðàâêà îáðàùàåòñÿ â íîëü. Êðîìå ýòîãî, SIC ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì

îáìåííî-êîððåëÿöèîííûì ïîòåíöèàëàì (è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íûì óðàâíåíèÿì Êîíà-
Øýìà) äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ðàçëè÷íûìè ñïèíîâûìè ôóíêöèÿìè.

Òåïåðü îáñóäèì âîçìîæíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëà îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé
ýíåðãèè; äëÿ ýòîãî âåðí¼ìñÿ ê òî÷íîìó âûðàæåíèþ (4.1.4) äëÿ Vee[ρ] è ñâÿæåì äèàãîíàëü-
íóþ ÷àñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ:

ρ2(r1, r2) =
1

2
ρ(r1)ρ(r2)(1 + h(r1, r2)), (4.4.2)

ãäå h(r1, r2) íàçûâàåòñÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî
èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö ïëîòíîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ (2.5.1), (2.5.2) ñëåäóåò

ρ1(r
′
1, r1) =

2

N − 1

∫
ρ2(r

′
1, r2; r1, r2)d r2, (4.4.3)

òî åñòü, â ÷àñòíîñòè,

ρ(r1) =
2

N − 1

∫
ρ2(r1, r2)d r2 . (4.4.4)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå (4.4.2), ïîëó÷èì

N − 1

2
ρ(r1) =

N

2
ρ(r1) +

ρ(r1)

2

∫
ρ(r2)h(r1, r2)d r2 ⇒

∫
ρ(r2)h(r1, r2)d r2 = −1. (4.4.5)

Ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ρxc(r1, r2) = ρ(r2)h(r1, r2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé äûðêè ýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå r1 (íàçâà-
íèå "äûðêà" ñâÿçàíî ñ íîðìèðîâêîé

∫
ρxc(r1, r2)d r2 = −1, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîæèòåëü-

íîìó çàðÿäó). (4.4.2) ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (4.1.4) â âèäå

Vee[ρ] =

∫
ρ2(r1, r2)

| r1− r2 |
d r1 d r2 = J [ρ] +

1

2

∫
ρ(r1)

| r1− r2 |
ρxc(r1, r2)d r1 d r2 . (4.4.6)

Òåïåðü âûðàçèì Exc[ρ] ÷åðåç ρxc; äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ 4.1, ââåä¼ì

Fλ[ρ] = min
Ψ→ρ

〈Ψ|(T+λVee)|Ψ 〉 = 〈Ψρ
λ|(T+λVee)|Ψλ

ρ 〉 . (4.4.7)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.3.8) è (4.1.5) F0[ρ] = Ts[ρ], F1[ρ] = T [ρ] + Vee[ρ]; çíà÷èò, (4.3.3) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Exc[ρ] = Vee[ρ]− J [ρ] + T [ρ]− Ts[ρ] = F1[ρ]− F0[ρ]− J [ρ] =

1∫
0

∂ Fλ[ρ]

∂ λ
dλ− J [ρ]. (4.4.8)

Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ
∂ Fλ[ρ]

∂ λ
; çàìåòèì, ÷òî Ψλ

ρ ìèíèìèçèðóåò ýíåðãèþ, ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ãàìèëüòîíèàíó Hλ = T+λVee, à ïîòîìó (ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó)
ÿâëÿåòñÿ åãî ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé: Hλ |Ψλ

ρ 〉 = Eλ|Ψλ
ρ 〉 . Ïî òåîðåìå Ãåëüìàíà-Ôåéíìàíà

(ñì. 2.6)
∂ Eλ

∂ λ
= 〈Ψλ

ρ

∣∣∣∣∂ Hλ

∂ λ

∣∣∣∣Ψλ
ρ 〉 = 〈Ψλ

ρ |Vee|Ψλ
ρ 〉, íî Eλ = 〈Ψλ

ρ |(T+λVee)|Ψλ
ρ 〉 = Fλ[ρ], ïîýòî-

ìó
∂ Fλ[ρ]

∂ λ
= 〈Ψλ

ρ |Vee|Ψλ
ρ 〉 . Òàêèì îáðàçîì,

Exc[ρ] =

1∫
0

〈Ψλ
ρ |Vee|Ψλ

ρ 〉 dλ− J [ρ] =

∫∫
ρ̄2(r1, r2)

| r1− r2 |
d r1 d r2−J [ρ] =

=
1

2

∫∫
ρ(r1)ρ(r2)

| r1− r2 |
h̄(r1, r2)d r1 d r2 =

1

2

∫∫
ρ(r1)

| r1− r2 |
ρxc(r1, r2)d r1 d r2,

(4.4.9)
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ãäå ïî àíàëîãèè ñ (4.4.6) ââåäåíû óñðåäí¼ííàÿ ïî λ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
h̄(r1, r2) è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé äûðêè ρxc(r1, r2) (h̄(r1, r2)
çàäàíà óñëîâèåì

1∫
0

ρλ
2(r1, r2)dλ =

1

2
ρ(r1)ρ(r2)(1 + h̄(r1, r2)), (4.4.10)

ãäå ρλ
2(r1, r2) � äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, îïðåäåë¼ííîé ïî

âîëíîâîé ôóíêöèè Ψλ
ρ , à ρxc(r1, r2) = ρ(r2)h̄(r1, r2)). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ρxc ñîõðàíÿåòñÿ

óñëîâèå íîðìèðîâêè
∫
ρxc(r1, r2)d r2 = −1.

Íàêîíåö, ïðåäñòàâèì Exc[ρ] â âèäå

Exc[ρ] = −1

2

∫
ρ(r)R−1

xc (r, [ρ(r)])d r, R−1
xc (r, [ρ(r)]) = −

∫
ρxc(r, r

′)

| r− r′ |
d r′ (4.4.11)

(äëÿ îáùíîñòè çàïèñè ââåäåíû r = r1, r′ = r2; Rxc ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî ïåðåìåííîé r,
à çàïèñü [ρ(r)] â êà÷åñòâå âòîðîãî àðãóìåíòà "íàïîìèíàåò", ÷òî Rxc îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðîí-
íîé ïëîòíîñòüþ ρ(r)). Ââåäåíèå ôóíêöèè Rxc ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàòü ïëîòíîñòü
îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè εxc(r) (ñì. 4.3) ñ ρxc ÷åðåç ñîîòíîøåíèå

εxc(ρ(r)) = −1

2
R−1

xc (r, [ρ(r)]). (4.4.12)

Â ïðèíöèïå, ïðåäñòàâëåíèå ðàçëè÷íûõ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ÷åðåç ρxc îêà-
çûâàåòñÿ êðàéíå óäîáíûì äëÿ àíàëèçà òî÷íîñòè è ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè îöåíîê Exc[ρ].
Êðîìå ýòîãî Rxc(r, [ρ(r)]) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ãðà-
äèåíòà ρ.

Ðàçëîæèì ρ(r) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò:

ρ(r) = ρ(0) + (r,∇ρ|r=0) +
1

2
(∇ρ|r=0)

2 r2 + . . . , (4.4.13)

òîãäà Rxc(r, [ρ(r)]) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ∇ρ|r=0 èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå,
ïðîñòî ∇ρ, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ãðàäèåíòà

R−1
xc (r) = F0(ρ(r)) + F21(ρ(r))∇2ρ+ F22(ρ(r))(∇ρ)2 + . . . (4.4.14)

� íå÷¼òíûå ñòåïåíè îòñóòñòâóþò, ïîñêîëüêó Rxc ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé. Ïîäñòà-
íîâêà (4.4.14) â (4.4.11) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü Exc[ρ] â âèäå ñóììû

Exc[ρ] = E(0)
xc [ρ] + E(1)

xc [ρ] + E(2)
xc [ρ] + . . . , (4.4.15)

ãäå ñëàãàåìûå èìåþò âèä

E(0)
xc =

∫
ρ(r) ε(ρ(r))d r = ELDA

xc , (4.4.16)

E(1)
xc =

∫
ρ(r)f (1)(ρ(r), |∇ρ(r)|)d r = EGGA

xc , (4.4.17)

E(2)
xc =

∫
ρ(r)f (2)(ρ(r), |∇ρ(r)|,∇2ρ(r))d r . (4.4.18)

Èòàê, äëÿ âûõîäà çà ïðåäåëû LDA äîñòàòî÷íî èñêàòü â ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìå ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè ïî ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè è ìîäóëþ å¼
ãðàäèåíòà; ïðè íåîáõîäèìîñòè äîñòèæåíèÿ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ìîæíî ïðèâëåêàòü ñëà-
ãàåìûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ïîäîáíûé ïîäõîä ïîëó÷èë íàçâàíèå îáîáù¼ííîãî ãðàäè-
åíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ (GGA � generalized gradient approximation); èìåííî îí èñïîëüçóåòñÿ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òîâ ìåòîäîì DFT.
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5. Ñèììåòðèÿ â êâàíòîâîé õèìèè

5.1. Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

Îïðåäåëåíèå: â êâàíòîâîé õèìèè îïåðàöèÿìè ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ ëþáûå íåâû-
ðîæäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èíâàðèàíòíî óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ê òàêèì îïåðàöèÿì îòíîñÿòñÿ ïåðåñòàíîâêè ïå-
ðåìåííûõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, îïåðàöèè òî÷å÷íîé ñèììåòðèè (ñì. 5.2), òðàíñëÿöèè,
ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè (â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå). Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû ëèøü òå
âèäû ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, êîòîðûå ñóùåñòâåííû äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ çàäà÷ â ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìàõ, � ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ è òî÷å÷íàÿ ñèììåòðèÿ.

Çàìå÷àíèå: îïåðàöèè ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà îáðàçóþò ãðóïïó, íàçûâàå-
ìóþ ãðóïïîé ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (åñòåñòâåííîå çàäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ îïå-
ðàöèé ñèììåòðèè êàê ðåçóëüòàòà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé ïðèâîäèò
ê î÷åâèäíîìó âûïîëíåíèþ (1.1.1)− (1.1.3)).

Çàìå÷àíèå: ïóñòü G � ãðóïïà ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà; D � å¼ ëèíåéíîå
ïðåäñòàâëåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2; òîãäà DH = HD, à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
H ïðåîáðàçóþòñÿ D â ñîáñòâåííûå ôóíêöèè H ñ òåìè æå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

4 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ψ � ñîáñòâåííîé ôóíêöèè H

Hψ = Eψ ⇒ ∀ g ∈ G D(g)Hψ = E ·D(g)ψ;

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî D(g),
òî åñòü

H(D(g)ψ) = E ·D(g)ψ = D(g)Hψ ⇒ HD(g) = D(g)H,

à D(g)ψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé H ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì E. �
Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäàåìîå ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè H ñ îäíèì

è òåì æå çíà÷åíèåì E, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî G; çíà÷èò, êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ H ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îäíîìó èç íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé G. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Â ÷àñòíî-
ñòè, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ äëÿ òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîííûõ
÷àñòèö (ýëåêòðîíîâ) òðåáóåò òîãî, ÷òîáû âîëíîâûå ôóíêöèè ïðåîáðàçîâûâàëèñü ïî àíòè-
ñèììåòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê SN , ÷òî è áûëî ó÷òåíî ïðè ïîñòðî-
åíèè âîëíîâûõ ôóíêöèé â âèäå îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà (ñì. 2.3). Ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ
íàêëàäûâàþò è äðóãèå òèïû ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà; çíà÷èò, ïðîöåäóðà ïîèñêà
ðåøåíèé ýëåêòðîííîé çàäà÷è äîëæíà âêëþ÷àòü â ñåáÿ ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðîñòðàíñòâî îä-
íîãî èç íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé G; òàêîå ïðîåêòèðîâàíèå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè � îäèí èç íèõ ïðåäñòàâëåí â òåîðåìå 5 (1.2).

5.2. Òî÷å÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèè

Îïðåäåëåíèå: ê îïåðàöèÿì òî÷å÷íûõ ãðóïï ñèììåòðèè îòíîñÿò âñå òå îðòîãîíàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðè êîòîðûõ îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíîé
õîòÿ áû îäíà åãî òî÷êà.

Îïåðàöèè ñèììåòðèè: (çäåñü è äàëåå ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ êàê â ñèìâîëàõ Ø¼í-
ôëèñà, òàê è ïî íîìåíêëàòóðå ìåæäóíàðîäíîãî ñîþçà êðèñòàëëîãðàôîâ)

1. Ck
n (n) � ïîâîðîò âîêðóã îñè ñèììåòðèè íà óãëû

2π

n
k (k = 1, n); ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ

ïîðÿäêîì îñè ñèììåòðèè; îñü ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì n � ãëàâíîé îñüþ ñèììåòðèè.
Îòìåòèì, ÷òî C−k

n = Cn−k
n .

2. σi (m) � îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè; èíäåêñû v è d îáîçíà÷àþò ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç ãëàâíóþ îñü ñèììåòðèè, èíäåêñ h � ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê ãëàâíîé îñè.
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3. i (1̄) � îòðàæåíèå â òî÷êå (èíâåðñèÿ).
4. Sk

n = σhC
k
n � çåðêàëüíî-ïîâîðîòíûå îñè ñèììåòðèè, òî åñòü ïîâîðîò ñ ïîñëåäóþùèì

îòðàæåíèåì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îñè. Â êðèñòàëëîãðàôèè îáû÷íî èñïîëüçóþò
íåñêîëüêî èíûå � èíâåðñèîííûå � îñè ñèììåòðèè n̄ = i · n, ïðè÷¼ì öåíòð èíâåðñèè ëåæèò
íà îñè n.

Îñíîâíûå òî÷å÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèè:
1. Cn (n) � îäíà îñü ïîðÿäêà n; |Cn | = n.
2.Ci èëèCh (1̄), Cs (m) � îäèí öåíòð èíâåðñèè èëè îäíà ïëîñêîñòü ñèììåòðèè; ïîðÿäêè

îáåèõ ãðóïï ðàâíû 2.
3. Cnv (nmm) � îäíà îñü n-ãî ïîðÿäêà è n ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè;

ñèììåòðèÿ ïðàâèëüíîé n-óãîëüíîé ïèðàìèäû. Äëÿ ÷¼òíûõ n ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ðàçáè-
âàþòñÿ íà äâà êëàññà: ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû îñíîâàíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû (σd) è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû å¼ ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí (σv).

4. Cnh (n/m) � îäíà îñü n-ãî ïîðÿäêà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ïëîñêîñòè ñèììåòðèè; çà-
ìåòèì, ÷òî Cnh = Cn×Cs, è íàðÿäó ñ ïîâîðîòàìè èëè îòðàæåíèåì â ïëîñêîñòè ãðóïïà
âêëþ÷àåò â ñåáÿ çåðêàëüíî-ïîâîðîòíóþ îñü Sn. Ïðè ÷¼òíûõ n äîïîëíèòåëüíî ïîÿâëÿåòñÿ
öåíòð èíâåðñèè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ îñè ñèììåòðèè ñ ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè.

5. Dn (n22) � îäíà îñü n-ãî ïîðÿäêà è n ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê íåé îñåé âòîðîãî ïîðÿäêà;
ñèììåòðèÿ ïîâîðîòîâ (âðàùåíèé) ïðàâèëüíîé n-óãîëüíîé ïðèçìû. Äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèè
ðîìáà (222) èíîãäà èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå D2 = V .

6. Dnh = Dn×Cs (n/mm, n = 2k+ 1; n/mmm, n = 2k) � îäíà îñü n-ãî ïîðÿäêà, ÷åðåç
êîòîðóþ ïðîõîäÿò n ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè, à òàêæå ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ ê ãëàâíîé îñè, â êîòîðîé ëåæàò n îñåé âòîðîãî ïîðÿäêà; ñèììåòðèÿ ïðàâèëüíîé
n-óãîëüíîé ïðèçìû. Âåðòèêàëüíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè âíîâü (êàê è â ãðóïïàõ Cnv) ðàç-
äåëÿþòñÿ íà σv è σd.

7. Sn � îäíà çåðêàëüíî-ïîâîðîòíàÿ îñü n-ãî ïîðÿäêà; ïðè íå÷¼òíûõ n Sn = Dn, ïðè
÷¼òíûõ n Sn = Cn/2×Ci � òàêèå ãðóïïû ìîãóò áûòü îáîçíà÷åíû êàê n̄.

8. Dnd (n̄22) � îäíà çåðêàëüíî-ïîâîðîòíàÿ îñü n-ãî ïîðÿäêà (n � ÷¼òíîå), ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ ê íåé ïëîñêîñòü ñèììåòðèè è n îñåé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïåðïåíäèêóëÿðíû
ê ãëàâíîé îñè è íå ëåæàò â σh.

9. T � ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà (4 îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç âåðøèíû òåòðàýäðà è 3 îñè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñêðåùè-
âàþùèõñÿ ð¼áåð). Td (4̄3m) � ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà |Td | = 24
(ïîìèìî ýëåìåíòîâ T Td ñîäåðæèò øåñòü ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè è òðè îñè S4). Îòìåòèì
òàêæå ãðóïïó Th = T×Ci .

10. O, Oh (m3m) � ãðóïïà âðàùåíèé (3 îñè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà, 4 îñè òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà è øåñòü îñåé âòîðîãî ïîðÿäêà) è ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà
ñîîòâåòñòâåííî (ê O äîáàâëÿþòñÿ 9 ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè, èíâåðñèÿ, 4 îñè S6 è 6 îñåé
S4, |Oh | = 48); Oh = O×Ci .

11. I, Ih � ãðóïïà âðàùåíèé è ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà.
12. C∞v (∞m), D∞h (∞̄m) � ñèììåòðèÿ ëèíåéíûõ è ëèíåéíûõ ãîìîÿäåðíûõ ìîëå-

êóë ñîîòâåòñòâåííî: ñîäåðæàò îñü ñèììåòðèè áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè; ãðóïïà D∞h òàêæå ñîäåðæèò ïëîñêîñòü ñèì-
ìåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê ãëàâíîé îñè.

13. K � ãðóïïà âðàùåíèé øàðà (ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå ïîâîðîòû âîêðóã âñåõ îñåé
ñèììåòðèè, òî åñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî C∞);Kh = K×Ci � ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè øàðà.

Îáîçíà÷åíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï: îäíîìåðíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îáîçíà÷àþò áóêâàìè A,B; äâóìåðíûå � E, òð¼õìåðíûå � F èëè T ; äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèé áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè èñïîëüçóþò àëôàâèòíûé ïîðÿäîê G(n = 4), H(n = 5), è
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ò. ä. Åñëè â îäíîìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè χ(Cn) = 1, òî èñïîëüçóþò áóêâó A; åñëè χ(Cn) = −1
� ñèìâîë B; äëÿ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ χ(σh) = 1 ê áóêâå äîáàâëÿþò îäèí øòðèõ,
à äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ñ χ(σh) = −1 � äâà øòðèõà. Íàêîíåö, ïðåäñòàâëåíèÿ ñ χ(i) = n (n
� ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ) íàçûâàþò ÷¼òíûìè è îáîçíà÷àþò äîïîëíèòåëüíîé áóêâîé
g (gerade) â íèæíåì èíäåêñå, ïðåäñòàâëåíèÿ ñ χ(i) = −n íàçûâàþò íå÷¼òíûìè è îáîçíà-
÷àþò áóêâîé u (ungerade).

Òàáëèöû õàðàêòåðîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï: ðàññìîò-
ðèì ïîñòðîåíèå òàáëèö õàðàêòåðîâ íà íåêîòîðûõ, íàèáîëåå âàæíûõ ïðèìåðàõ. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè òàáëèö õàðàêòåðîâ èñïîëüçóþò ñâîéñòâî õàðàêòåðîâ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
(χD(gh) = χD(g)χD(h)), ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (òåîðåìà 2, 1.2) è òåîðåìó Áåðíñàé-
äà (òåîðåìà 3, 1.2). Òàáëèöó õàðàêòåðîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ãðóïï ñòðîÿò êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèö äëÿ ïîäãðóïï-
ñîìíîæèòåëåé, ðàññìàòðèâàÿ ýòè òàáëèöû êàê ìàòðèöû. Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåð äëÿ åäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà âñåãäà ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ.

1. Cs, Ci . Ïîðÿäêè ãðóïï ðàâíû äâóì, ïîýòîìó åñòü äâà îäíîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèÿ (ñèììåòðè÷íîå è àíòèñèììåòðè÷íîå), îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè îðòîãîíàëü-
íîñòè.

Cs (Ci) e σ(i)
A′(Ag) 1 1
A′′(Au) 1 −1

2. C3 . Ïîðÿäîê ãðóïïû ðàâåí òð¼ì, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òðè îäíîìåðíûõ íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ; îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Ïóñòü äëÿ âòîðîãî χ2(C3) = α ⇒
χ2(C

2
3) = α2, χ2(C

3
3) = α3 = 1, ïîñêîëüêó C3

3 = e; îòñþäà α = ei
2π
3 = ε; àíàëîãè÷íî äëÿ

òðåòüåãî ïðåäñòàâëåíèÿ β = ei
4π
3 = ε2 .

C3 e C3 C2
3

A1 1 1 1
A2 1 ε ε2

A3 1 ε2 ε

3. C3v . Ãðóïïà ñîäåðæèò 3 êëàññà ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ: e, 2C3, 3σv; âñåãî 6 ýëå-
ìåíòîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì îäíîìåðíûì è îäíîìó äâóìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Ïåð-
âîå èç îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì, âòîðîå � îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëî-
ãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì χ2(C3) = α, χ2(σv) = β; C3σv = σv, ïîýòîìó αβ = β ⇒
α = 1. β = −1 îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèÿìè îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè õàðàêòåðîâ.
Ýòè æå òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íî çàäàþò õàðàêòåðû äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ χ3(e) = 2,
χ3(C3) = γ, χ3(σv) = δ ⇒ 2 + 2γ + 3δ = 0, 2 + 2γ − 3δ = 0 ⇒ δ = 0, γ = −1. Çàìåòèì, ÷òî
òî÷íî òàêîå æå ïîñòðîåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû σv íà C2)ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äëÿ
ãðóïïû D3.

C3v(D3) e 2C3 3σv(3C2)
A1 1 1 1
A2 1 1 −1
E 2 −1 0

4. C2h = C2×Cs � ãðóïïà èìååò ÷åòûðå îäíîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ.

C2 e C2

A 1 1
B 1 −1

⊗
Cs e σ
A′ 1 1
A′′ 1 −1

=

C2h e σh C2 i
Ag 1 1 1 1
Au 1 −1 1 −1
Bu 1 1 −1 −1
Bg 1 −1 −1 1
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5. D3h = Cs×D3 . Âíîâü ïîñòðîèì òàáëèöó õàðàêòåðîâ êàê ïðîèçâåäåíèå

Cs e σ
A′ 1 1
A′′ 1 −1

⊗

D3 e 2C3 3C2

A1 1 1 1
A2 1 1 −1
E 2 −1 0

=

D3h e 2C3 3C2 σh 2S3 3σv

A′1 1 1 1 1 1 1
A′2 1 1 −1 1 1 −1
E ′ 2 −1 0 2 −1 0
A′′1 1 1 1 −1 −1 −1
A′′2 1 1 −1 −1 −1 1
E ′′ 2 −1 0 −2 1 0

6. D4h = Cs×D4 � ñèììåòðèÿ ïëîñêîãî êâàäðàòà; ãðóïïà D4 ñîäåðæèò 5 êëàññîâ ñî-
ïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷åòûð¼ì îäíîìåðíûì è îäíîìó äâóõìåðíîìó
ïðåäñòàâëåíèÿì.

Cs e σh

A1 1 1
A2 1 −1

⊗

D4 e C2 2C4 2C ′2 2C ′′2
A1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 −1 −1
B1 1 1 −1 1 −1
B2 1 1 −1 −1 1
E 2 −2 0 0 0

=

=

D4h e C2 2C4 2C ′2 2C ′′2 i σh 2S4 2σv 2σd

A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A2g 1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1
B1g 1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1
B2g 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1
Eg 2 −2 0 0 0 2 −2 0 0 0
A1u 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
A2u 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1
B1u 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 1
B2u 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1
Eu 2 −2 0 0 0 −2 2 0 0 0

7. T . Ãðóïïà ñîäåðæèò 12 ýëåìåíòîâ, ðàçäåë¼ííûõ íà 4 êëàññà ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ:
e, 4C3, 4C

2
3 , 3C2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òð¼ì îäíîìåðíûì è îäíîìó òð¼õìåðíîìó ïðåäñòàâëåíè-

ÿì. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå C3
3 = e, íàõîäèì, ÷òî χ2(C3) = ei

2π
3 = ε, χ3(C3) = ei

4π
3 = ε2;

íîðìèðîâêà òðåáóåò, ÷òîáû χ2(C2) = χ3(C2) = 1. Õàðàêòåðû òð¼õìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè îðòîãîíàëüíîñòè.

T e 4C3 4C2
3 3C2

A1 1 1 1 1
A2 1 ε ε2 1
A3 1 ε2 ε 1
F 3 0 0 −1

8. Td . Ýòà ãðóïïà íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîýòîìó íóæíî îñó-
ùåñòâëÿòü ïîëíîå ïîñòðîåíèå òàáëèöû õàðàêòåðîâ; 24 ýëåìåíòà ðàçáèòû íà ïÿòü êëàññîâ
ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ e, 8C3, 3C2, 6S4, 6σv, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü äâà îäíîìåðíûõ, îä-
íî äâóõìåðíîå è äâà òð¼õìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò õàðàêòåðû A2 (χA2(C3) = 1, ïîñêîëüêó C3

3 = e). χE(e) = 2, ïîýòîìó,
äëÿ ñîõðàíåíèÿ íîðìèðîâêè è îðòîãîíàëüíîñòè, χE(S4) = χE(σv) = 0; õàðàêòåðû äâóõ-
ìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé îïðåäåëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíîñòüþ ê îäíîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì.
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Íàêîíåö, χF1(e) = 3, ïîýòîìó, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, χF (C3) = 0, à îñòàëüíûå χF ïî
ìîäóëþ ðàâíû 1.

Td e 8C3 3C2 6S4 6σv

A1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 −1 −1
E 2 −1 2 0 0
F1 3 0 −1 −1 1
F2 3 0 −1 1 −1

9. O, Oh . Ãðóïïà O ñîäåðæèò 24 ýëåìåíòà, êîòîðûå ðàçáèòû íà 5 êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííûõ
ýëåìåíòîâ: e, 6C4, 3C2, 8C3, 6C2 (3C2 � ïîâîðîòû íà π âîêðóã îñåé C4). Òàêèì îáðàçîì, O
èìååò äâà îäíîìåðíûõ, îäíî äâóõìåðíîå è äâà òð¼õìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ;
ïîñòðîåíèå òàáëèöû àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Oh = Ci×O, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïîñòðîåíèè òàáëèöû äëÿ Oh ..

Ci e i
Ag 1 1
Au 1 −1

⊗

O e 6C4 3C2 8C3 6C2

A 1 1 1 1 1
B 1 −1 1 1 −1
E 2 0 2 −1 0
F1 3 1 −1 0 −1
F2 3 −1 −1 0 1

=

=

Oh e 6C4 3C2 8C3 6C2 i 6σd 3σh 8S6 6S4

Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Bg 1 −1 1 1 −1 1 −1 1 1 −1
Eg 2 0 2 −1 0 2 0 2 −1 0
F1g 3 1 −1 0 −1 3 1 −1 0 −1
F2g 3 −1 −1 0 1 3 −1 −1 0 1
Au 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
Bu 1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1
Eu 2 0 2 −1 0 −2 0 −2 1 0
F1u 3 1 −1 0 −1 −3 −1 1 0 1
F2u 3 −1 −1 0 1 −3 1 1 0 −1

Íåïðåðûâíûå ãðóïïû: ãðóïïû C∞v, D∞h, K, Kh íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè, ïîýòî-
ìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè, ïðåäñòàâëåííîé
â ãëàâå 1. Òåì íå ìåíåå, ïîëíîå ðàññìîòðåíèå òåîðèè íåïðåðûâíûõ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï ïðè-
âåä¼ò ê êðàéíå òÿæ¼ëûì ïîñëåäñòâèÿì, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ êðàòêîé ñâîäêîé îñíîâíûõ
å¼ ðåçóëüòàòîâ.

Îïðåäåëåíèå ïðèâîäèìûõ è íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé áåç èçìåíåíèé ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà íåïðåðûâíûå ãðóïïû; â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâëåíèé ïî-ïðåæíåìó ìîãóò
âûñòóïàòü êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, à ïîòîìó, êàê è äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï,
âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óíèòàðíî-
ìó. Òàêèì îáðàçîì, ëåììû Øóðà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï. Ïî àíàëîãèè ñ
êîíå÷íûìè ãðóïïàìè ìîãóò áûòü ââåäåíû ôóíêöèè íà ãðóïïå è, â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðû;
ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà ãðóïïå, ñóììà çà-
ìåíÿåòñÿ íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ãðóïïå, îñóùåñòâëÿåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåë¼ííûìè
ïðàâèëàìè, ðàññìàòðèâàòü êîòîðûå íå áóäåì. Âàæíî ëèøü òî, ÷òî ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ñ÷¼òíî, à õàðàêòåðû ïîä÷èíÿþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿì îðòîãîíàëüíîñòè, äîêàçàííûì äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï â òåîðåìå 2 (1.2).

Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ñëîæíîñòü òåîðèè, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû K
õîðîøî èçâåñòíû: îïåðàòîðû êîìïîíåíò óãëîâîãî ìîìåíòà Jx, Jy, Jz ìîãóò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê îïåðàòîðû áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðîòîâ, òî åñòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè J2 ÿâëÿþòñÿ
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áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé K . Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ K èíäåêñèðóþòñÿ îðáèòàëüíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè l; îáû÷íî èõ îáî-
çíà÷àþò òàêæå, êàê îðáèòàëè àòîìà âîäîðîäà, íî ñ çàìåíîé ëàòèíñêèõ áóêâ íà ãðå÷åñêèå:
Σ(l = 0), Π(l = 1), ∆(l = 2),Φ(l = 3),Γ(l = 4), è ò. ä. Â ïðèíöèïå, ìîãóò áûòü ðàñ-
ñìîòðåíû è ïîëóöåëûå l, îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ äåëàòü ýòîãî íå áóäåì. Êëàññîì
ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ K ÿâëÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå ïîâîðîòû íà çàäàííûé óãîë ϕ . Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîâîðîò âîêðóã îäíîé èç îñåé � íàïðèìåð,
z; ïðîåêöèè íà ýòó îñü ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m, à ïðåîáðàçîâàíèå
âîëíîâûõ ôóíêöèé ïðè ïîâîðîòå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòûì äîìíîæåíèåì íà eim ϕ. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, çàïèøåì

χl(ϕ) =
l∑

m=−l

eim ϕ = e−il ϕ e
i(2l+1) ϕ − 1

ei ϕ − 1
=
ei(l+1) ϕ − e−il ϕ

ei ϕ − 1
=

=
ei(l+

1
2
) ϕ − e−i(l+

1
2
) ϕ

e
i ϕ
2 − e−

i ϕ
2

=
sin(l + 1

2
)ϕ

sin ϕ
2

.

(5.2.1)

Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñèììåòðèè � öåíòðà èíâåðñèè � â Kh óäâîèò ÷èñëî
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîñêîëüêó Kh = K×Ci; ïîëîâèíà èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé
ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè, ïîëîâèíà � íå÷¼òíûìè. χl(e) = 2l + 1, ïîýòîìó χl(i) = ±(2l + 1);
õàðàêòåðû äëÿ S(ϕ) îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ S(ϕ) = i · C(π + ϕ), òî åñòü

χl(S) = ±
sin
((
l + 1

2

)
(π + ϕ)

)
sin π+ϕ

2

. (5.2.2)

5.3. Òåîðåìà Âèãíåðà-Ýêêàðòà è ïðàâèëà îòáîðà

Ëåììà: D(g) � îòëè÷íîå îò åäèíè÷íîãî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóï-
ïû G â ïðîñòðàíñòâå R ⊂ L2. {ψi(q1, . . . qN)}i � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ R. Òîãäà ∀ i∫
ψi(q1, . . . qN)dq = 0 (èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî âñåìó êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó).
4 Êàê áûëî ïîêàçàíî â 1.1 (òåîðåìà 1), ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåòðèêà R, â êîòîðîé ïðåä-

ñòàâëåíèå D(g) óíèòàðíî; â ýòîé ìåòðèêå çíà÷åíèå
∫
ψi dq èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ

ïðåîáðàçîâàíèé D(g), ïîñêîëüêó äåéñòâèå ýòèõ îïåðàòîðîâ ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó îñåé êî-
îðäèíàò (ÿêîáèàí: det D(g) = 1). Òàêèì îáðàçîì, ∀ g ∈ G∫

ψidq =

∫
D(g)ψidq =

∫ ∑
k

Dki(g)ψkdq;

ñóììèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà ïî g ∈ G, íàõîäèì

|G| ·
∫
ψidq =

∑
k

∫
ψk

∑
g∈G

Dki(g)dq .

Çàìå÷àÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.2.1) è òåîðåìîé
1 (1.2)

∑
g∈G

Dki(g) = |G| · (E11,Dki) = 0 (åäèíèöà ïðåäñòàâëåíà êàê ýëåìåíò ìàòðèöû åäè-

íè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ), ïîëó÷èì
∫
ψi dq = 0. �

Ñëåäñòâèå: D(g) � ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå R. ψ(q1, . . . qN) ∈ R, òîãäà

∫
ψ dq 6= 0 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà D(g) ñîäåð-

æèò â ñåáå åäèíè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå G.

Òåîðåìà (Âèãíåðà-Ýêêàðòà): ìàòðèöà ïîëíîñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà (òî åñòü îïåðà-
òîðà, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ ïî åäèíè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ êîíå÷íîé ãðóïïû G), çàïèñàííàÿ â
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îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà L2 èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé
âèä, ïðè÷¼ì êàæäûé áëîê ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ìàòðè-
öà îïåðàòîðà A, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ñîäåðæèò ëèøü òå
áëîêè ñ ýëåìåíòàìè 〈ψi|A |ψk 〉, â êîòîðûõ Aψk ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ, ñîäåð-
æàùåìó íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, ïðåîáðàçóþùåå ψi.

4 〈ψi|A |ψk 〉 =
∫
ψ∗i Aψk dq; ïóñòü ψi, ψk, A ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì Di, Dk,

DA ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì Di, Dk íåïðèâîäèìû. Òîãäà ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
(ψ∗i Aψk) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðÿìîìó (íî íå òåíçîðíîìó!) ïðîèçâåäåíèþ ïðåäñòàâëåíèé
D = D∗i ×DA×Dk (ñì. 1.3), ãäå D∗i � ïðåäñòàâëåíèå, çàäàâàåìîå ìàòðèöàìè, êîìïëåêñ-
íî ñîïðÿæ¼ííûìè ê Di(g). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈ψi|A |ψk 〉
îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà D ñîäåðæèò åäèíè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîñëåä-
íåå îïðåäåëÿåòñÿ (ñì. 1.2, ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2) çíà÷åíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(χE, χD) =
1

|G|
∑
g∈G

χD(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χDi
(g)χDA(g)χDk

(g).

Äëÿ ïîëíîñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A χDA(g) = 1 ∀ g ∈ G, à ïîòîìó îòëè÷íû îò íó-

ëÿ ëèøü òå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ
1

|G|
∑
g∈G

χDi
(g)χDk

(g) = (χDi
, χDk

) 6= 0,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ (â ÷àñòíîñòè, ñîâïàäàþùèõ) Di, Dk, ïîñêîëü-
êó ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðèâîäèìû (ñì. òåîðåìó 2, 1.2). Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî

A
1

|G|
∑
g∈G

χDi
(g)χDA×Dk

(g) = (χDi
, χDA×Dk

), òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè ïðåäñòàâëåíèå DA×Dk ñîäåðæèò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå Di . �

Ïðàâèëà îòáîðà: òåîðåìà Âèãíåðà-Ýêêàðòà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü èíòåãðàëû ñ ó÷à-
ñòèåì îïåðàòîðîâ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïîä
äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíà
êâàäðàòó ìîäóëÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíî-
ñèììåòðè÷íûì, ïîýòîìó èíòåíñèâíîñòè òåõ ïåðåõîäîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûå
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ � ïîäîáíûå ïåðåõîäû íàçûâàþòñÿ ðàçðåø¼í-
íûìè. Ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà äèïîëü-
íîãî ìîìåíòà ðàâåí íóëþ, â ýòîì ïðèáëèæåíèè íåâîçìîæíû � èõ íàçûâàþò çàïðåùåííûìè
ïî ñèììåòðèè. Â ðåàëüíîì ñïåêòðå íàáëþäàþòñÿ êàê ðàçðåø¼ííûå, òàê è çàïðåù¼ííûå
ïåðåõîäû, îäíàêî ñèãíàëû ïîñëåäíèõ î÷åíü ñëàáû, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåíñèâ-
íîñòè îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðîì êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà, ñèììåòðèÿ êîòîðîãî îòëè÷íà
îò ñèììåòðèè îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà.

5.4. Ñèììåòðèÿ îðáèòàëåé è ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé

Ïðàâèëî íåïåðåñå÷åíèÿ: ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýëåêòðîííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-
ðà (2.2.10) He Φ(r,Q) = Ee(Q)Φ(r,Q) âàðèàöèîííûì ìåòîäîì â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-
çèñå äâóõ ôóíêöèé Φ1, Φ2. Ïîäñòàíîâêà Φ = C1(Q)Φ1 + C2(Q)Φ2 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
HC = Ee C, ðàçðåøèìîìó â ñëó÷àå

det{H−Ee E} = 0 ⇒
∣∣∣∣ H11−Ee H12

H21 H22−Ee

∣∣∣∣ = 0 ⇒

⇒ Ee1,e2(Q) =
(H11 + H22)±

√
(H11−H22)2 + 4 H12 H21

2
,

(5.4.1)

ãäå Hij = 〈Φi|He |Φj 〉 � ýëåìåíòû ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà â áàçèñå ôóíêöèé Φ1, Φ2. Ïå-
ðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðîèçîéä¼ò â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ äèñ-
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êðèìèíàíòà, òî åñòü ïðè òîé êîíôèãóðàöèè ÿäåð, äëÿ êîòîðîé

H11(Q) = H22(Q) = 0, H12(Q) H21(Q) = 0. (5.4.2)

Êîíôèãóðàöèÿ äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë çàäà¼òñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì � äëèíîé ñâÿçè, ïîýòîìó
â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (5.4.2) íåñîâìåñòíû. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îäíî
èç óñëîâèé ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè: íàïðèìåð, åñëè Φ1 è Φ2 ïðåîáðàçóþòñÿ
ïî ðàçëè÷íûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóëû, òî
H12 = H21 = 0 (ñì. 5.3, òåîðåìà Âèãíåðà-Ýêêàðòà). Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòè ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äëÿ ñîñòîÿíèé îäíîãî òèïà ñèììåòðèè îáû÷íî íå ïåðåñåêàþòñÿ, â òî âðåìÿ
êàê ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ñèììåòðèè
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ � ïðàâèëî íåïåðåñå÷åíèÿ.

Êîíôèãóðàöèÿ ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë îïèñûâàåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì êîîðäèíàò
Q1, . . . Qn, ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ (5.4.2), îáû÷íî âîçìîæíî. Îäíà-
êî ïðè ïîñòðîåíèè ïîòåíöèàëüíûõ êðèâûõ âäîëü îäíîé èç êîîðäèíàò âíîâü ðåàëèçóåòñÿ
ñèòóàöèÿ äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû, òî åñòü êðèâûå ñîñòîÿíèé ñ ðàçíîé ñèììåòðèåé ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ, à êðèâûå ñîñòîÿíèé ñ îäèíàêîâîé ñèììåòðèåé îáû÷íî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñîõðàíåíèå îðáèòàëüíîé ñèììåòðèè: íà îñíîâàíèè àíàëèçà ñòåðåîõèìèè è âåëè-
÷èí ýíåðãèé àêòèâàöèè ìíîãèõ îðãàíè÷åñêèõ ðåàêöèé áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ýìïèðè÷åñêîå
ïðàâèëî ñîõðàíåíèÿ îðáèòàëüíîé ñèììåòðèè èëè ïðàâèëî Âóäâîðäà-Õîôìàíà � îäíîñòà-
äèéíûå ðåàêöèè (ýëåìåíòàðíûå àêòû), â êîòîðûõ çàïîëíåííûå îðáèòàëè ðåàãåíòîâ è ïðî-
äóêòîâ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ïî ñèììåòðèè íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðåàêöèè,
ïðîòåêàþò â çàäàííîì ýëåêòðîííîì ñîñòîÿíèè ëåã÷å, ÷åì òå îäíîñòàäèéíûå ðåàêöèè, â
êîòîðûõ òàêîå ñîîòâåòñòâèå íàðóøàåòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðåàêöèè
ñèììåòðèÿ çàíÿòûõ îðáèòàëåé ñîõðàíÿåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàêîíîìåðíîñòü âûïîëíÿ-
åòñÿ ëèøü äëÿ îäíîñòàäèéíûõ (ïðîñòûõ) ðåàêöèé, òî åñòü äëÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ñòàäèé.

Â íàèáîëåå ãðóáîì ïðèáëèæåíèè, èçâåñòíîì êàê òåîðèÿ ãðàíè÷íûõ îðáèòàëåé, âîçìî-
æåí àíàëèç ñèììåòðèè òîëüêî ãðàíè÷íûõ îðáèòàëåé, òî åñòü âåðõíåé çàíÿòîé (ÂÇÌÎ)
è íèæíåé ñâîáîäíîé (ÍÑÌÎ) îðáèòàëåé ðåàãåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî íàáëþäàòüñÿ
ñîîòâåòñòâèå ïî ñèììåòðèè ìåæäó ÂÇÌÎ îäíîãî èç ðåàãåíòîâ è ÍÑÌÎ äðóãîãî (êîòîðàÿ
ïðèâåä¼ò ê çàïîëíåíåííîé îðáèòàëè ïðîäóêòà) � èíà÷å ãîâîðÿ, ìåæäó ýòèìè îðáèòàëÿìè
íå äîëæíî áûòü óçëîâîé ïëîñêîñòè. Íàïðèìåð, öèêëèçàöèÿ äâóõ ìîëåêóë ýòèëåíà â öèê-
ëîáóòàí ïðè îáû÷íîé, òåðìè÷åñêîé àêòèâàöèè çàòðóäíåíà, ïîñêîëüêó ñèììåòðèÿ ÂÇÌÎ
îäíîé ìîëåêóëû ýòèëåíà è ÍÑÌÎ äðóãîé ðàçëè÷íû (ñì. 3.5). Ðåàêöèÿ áóäåò ïðîõîäèòü
çíà÷èòåëüíî ëåã÷å ïðè ôîòîõèìè÷åñêîé àêòèâàöèè, êîãäà îäèí èç ýëåêòðîíîâ âîçáóäèòñÿ
íà π∗-îðáèòàëü, èìåþùóþ ñèììåòðèþ ÍÑÌÎ íåâîçáóæä¼ííîé ìîëåêóëû ýòèëåíà.

Ïðàâèëî Õóíäà: íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíê-
öèè îäèí èç ïðèíöèïîâ çàïîëíåíèÿ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìà. Èçâåñòíî ýìïèðè÷åñêîå
ïðàâèëî Õóíäà, óòâåðæäàþùåå, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àòîìà âñåãäà èìååò ìàêñèìàëü-
íî âîçìîæíóþ ìóëüòèïëåòíîñòü. Ïðîñòîå òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ýòîé çàêîíîìåðíîñòè
ìîæåò áûòü äàíî ïðè ðàññìîòðåíèè ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû äâóõ ýëåêòðî-
íîâ, èìåþùèõ âîçìîæíîñòü íàõîäèòüñÿ êàê â ñèíãëåòíîì (S = 0), òàê è â òðèïëåòíîì
(S = 1) ñîñòîÿíèÿõ. Â ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè ñïèíîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âîëíîâîé ôóíêöèè
àíòèñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íîé
äëÿ äîñòèæåíèÿ àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Â òðèïëåòíîì ñîñòîÿíèè
ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè àíòèñèììåòðè÷íà. Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë
ìåæýëåêòðîííîãî îòòàëêèâàíèÿ èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå ñîâìåùåíèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ
(r1 = r2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ñèíãëåòíîãî ñîñòî-
íèÿ â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîëüíà, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè òðèïëåòíîãî

54



ñîñòîÿíèÿ � îáÿçàòåëüíî ðàâíà íóëþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òðèïëåòíîå ñîñòîÿíèå èìååò áîëåå
íèçêóþ ýíåðãèþ.

5.5. Òåîðèÿ êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá ýëåêòðîííîì ñòðîåíèè êîìïëåêñîâ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ; ðàñ÷¼ò
ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû òàêèõ ñîåäèíåíèé ìîæåò áûòü ïðîâåä¼í ïî îäíîìó èç ìåòîäîâ,
îïèñàííûõ â ãëàâàõ 3 è 4. Òåì íå ìåíåå, èíîãäà, äëÿ êà÷åñòâåííûõ è ïîëóêîëè÷åñòâåííûõ
îöåíîê, áûâàåò ïîëåçåí è äðóãîé � çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé � ïîäõîä, èçâåñòíûé êàê
òåîðèÿ êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòðàëüíûé àòîì ìåòàëëà ïîïàäà-
åò â ïîëå ëèãàíäîâ, òî åñòü èñïûòûâàåò âîçäåéñòâèå íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëà (ïîòåíöèàëà
êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîëÿ), ñèììåòðèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñèììåòðèåé ðàñïîëîæåíèÿ ëè-
ãàíäîâ. Õàðàêòåð ðàñùåïëåíèÿ (ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ) d-îðáèòàëåé ìåòàëëà ìîæåò áûòü
îïðåäåë¼í ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ãðóïï.

Ïóñòü àòîì èìååò ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ Kh, òîãäà d-îðáèòàëÿì ñîîòâåòñòâóåò ïÿ-
òèìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ∆g, õàðàêòåðû êîòîðîãî áûëè îïðåäåëåíû â 5.2; G
� òî÷å÷íàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîëÿ. Ôóíêöèè, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ∆g

îñóùåñòâëÿþò êàêîå-òî ïðåäñòàâëåíèå G. Ðàçëîæåíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî íåïðèâîäè-
ìûì ïðåäñòàâëåíèÿì G îïðåäåëèò ðàñùåïëåíèå d-îðáèòàëåé ìåòàëëà â êðèñòàëëè÷åñêîì
ïîëå. Ðàññìîòðèì ýòîò ïîäõîä íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ.

1. Oh . Èñïîëüçóÿ (5.2.1) è (5.2.2), ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ∆g,
çàäàþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Oh ñ õàðàêòåðàìè:

Oh e 6C4 3C2 8C3 6C2 i 6σd 3σh 8S6 6S4

5 −1 1 −1 1 5 −1 1 −1 1

(χ(e) = 5, ïîñêîëüêó èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå Kh ïÿòèìåðíî). Ñîñòàâëÿÿ ñêàëÿðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ õàðàêòåðîâ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ õàðàêòåðàìè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
Oh (ñì. 5.2), íàõîäèì, ÷òî â îêòàýäðè÷åñêîì ïîëå ïðåäñòàâëåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà Eg + F2g;
ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòàëè îáû÷íî îáîçíà÷àþò ñòðî÷íûìè áóêâàìè: t2g è eg. Òàêîìó ðàñ-
ùåïëåíèþ ìîæåò áûòü äàíà è êà÷åñòâåííàÿ òðàêòîâêà: îðáèòàëè dz2 è dx2−y2

â îêòàýä-
ðè÷åñêîì ïîëå íàïðàâëåíû "íà" ëèãàíäû, à ïîòîìó èìåþò áîëåå âûñîêóþ ýíåðãèþ, ÷åì
îðáèòàëè dxy, dxz è dyz, íàïðàâëåííûå "ìåæäó" ëèãàíäàìè.

2. Td . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå Td:

Td e 8C3 3C2 6S4 6σv

5 −1 1 1 −1

Ïðåäñòàâëåíèå ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó E + F2, òî åñòü âíîâü, êàê è â îêòàýäðè÷åñêîì ïîëå,
ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå íà òð¼õêðàòíî è äâóõêðàòíî âûðîæäåííûå óðîâíè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå dz2 , dx2−y2(e) îðáèòàëÿì, íàïðàâëåííûì "ìåæäó" ëèãàíäàìè (ëåæàò íèæå ïî ýíåðãèè),
è dxy, dxz, dyz(t2) îðáèòàëÿì, íàïðàâëåííûì "íà" ëèãàíäû.

3. D4h � ñèììåòðèÿ ïëîñêîãî êâàäðàòà.

D4h e 2C4 C2 2C ′2 2C ′′2 i 2S4 σh 2σv 2σd

5 −1 1 1 1 5 −1 1 1 1

Ïðåäñòàâëåíèå ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó A1g+B1g+B2g+Eg � îðáèòàëü dz2 ïðåîáðàçóåòñÿ ïî A1g

(ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî C4), dx2−y2 ïðåîáðàçóåòñÿ ïî B1g (ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
σv), dxy � ïî B2g (ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî σd), dxz, dyz � ïî Eg.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîëíîì çàñåëåíèè d-îáîëî÷êè ðàñùåïëåíèå â êðèñòàëëè÷åñêîì ïîëå
ñîõðàíèòñÿ, îäíàêî ñîõðàíèòñÿ è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ d-óðîâíÿ, ÷òî íàêëàäûâàåò
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îãðàíè÷åíèå íà ýíåðãèè îðáèòàëåé â êðèñòàëëè÷åñêîì ïîëå. Íàïðèìåð, åñëè â îêòàýäðè-
÷åñêîì ïîëå ëèãàíäîâ ïðèíÿòü ýíåðãèþ íåðàñùåïë¼ííûõ îðáèòàëåé çà 0, òî 3Et2g = 2Eeg .
Îáû÷íî ïîëíóþ âåëè÷èíó ðàñùåïëåíèÿ (Eeg − Et2g) îáîçíà÷àþò ÷åðåç ∆o; òîãäà

Et2g = −2

5
∆o, Eeg =

3

5
∆o.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ïîëþ ëþáîé ñèììåòðèè; ïîëó÷åííîå
ñîîòíîøåíèå ýíåðãèé ðàñùåïë¼ííûõ îðáèòàëåé èçâåñòíî êàê òåîðåìà öåíòðà òÿæåñòè.
Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåîðèè âîçìóùåíèé; â êà÷åñòâå âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ âûñòóïàåò V � îáùèé ïîòåíöèàë
ïîëÿ ëèãàíäîâ.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì çàïîëíåíèå ýëåêòðîíàìè d-îðáèòàëåé, íàõîäÿùèõñÿ â êðèñòàëëè-
÷åñêîì ïîëå. Åñëè îðáèòàëè ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé íàïîëîâèíó çàñåëåíû, òî ñëåäóþùèé
d-ýëåêòðîí ìîæåò ëèáî çàíÿòü òó æå îðáèòàëü, ëèáî çàíÿòü îðáèòàëü, áîëåå âûñîêóþ ïî
ýíåðãèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýëåêòðîíû "ñïàðèâàþòñÿ", òî åñòü ê îðáèòàëüíîé ýíåðãèè äîáàâ-
ëÿåòñÿ ýíåðãèÿ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì. 3.1); âî âòîðîì ñëó÷àå ýëåêòðîí çàíèìàåò
ñâîáîäíóþ îðáèòàëü; òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ îðáèòàëåé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì îáìåííîé ýíåðãèèK è âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ, êîòîðàÿ çàâèñèò, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
îò ïðèðîäû ëèãàíäà. Êîìïëåêñû ñ âûñîêîé ýíåðãèåé ðàñùåïëåíèÿ íàçûâàþò âûñîêîñïè-
íîâûìè (ïîñêîëüêó ìóëüòèïëåòíîñòü öåíòðàëüíîãî àòîìà â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíà),
à ñîîòâåòñòâóþùèå ëèãàíäû � ëèãàíäàìè ñèëüíîãî ïîëÿ; êîìïëåêñû, â êîòîðûõ ýíåðãèÿ
ðàñùåïëåíèÿ ìåíüøå K, íàçûâàþò íèçêîñïèíîâûìè, à ëèãàíäû � ëèãàíäàìè ñëàáîãî ïîëÿ.

5.6. Òåîðåìà ßíà-Òåëëåðà

Ðàññìîòðèì âûñîêîñèììåòðè÷íóþ ÿäåðíóþ êîíôèãóðàöèþ Q0; ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çà-
äàíî âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(r,Q), ïðè÷¼ì Ψ(r,Q0) = Φ(r); âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ýëåê-
òðîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðè èçìåíåíèè ïîëîæåíèÿ ÿäåð íà âåêòîð δQ .Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè
ïîëîæèì Q0 = 0, δQ = Q . Ãàìèëüòîíèàí äëÿ êîíôèãóðàöèè Q0 ðàâåí H0; ãàìèëüòîíèàí
äëÿ ñìåù¼ííîé êîíôèãóðàöèè H0 +∆H . Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùå-
íèé, ñ÷èòàÿ âîçìóùåíèåì ñèñòåìû îïåðàòîð ∆H.

Åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â êîíôèãóðàöèè Q0 íåâûðîæäåíî, òî ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ê ýíåðãèè çàäàíà èíòåãðàëîì ∆E = 〈Φ|∆H |Φ 〉 . Êàê ïîêàçàíî â 5.3 (ëåììà è òåîðåìà
Âèãíåðà-Ýêêàðòà), ïîëó÷åííûé èíòåãðàë îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåä-
ñòàâëåíèå Γ = D∗Φ×D∆H×DΦ ñîäåðæèò åäèíè÷íîå. Ïðåäñòàâëåíèÿ DΦ è D∗Φ îäíîìåðíû,
ïîýòîìó èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå îäíîìåðíî; êðîìå ýòîãî, DΦ íåïðèâîäèìî, òî åñòü
(ñì. òåîðåìó 2, 1.2)

1

|G|
·
∑
g∈G

χDΦ
(g)χDΦ

(g) = (χDΦ
, χDΦ

) = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(χE, χD∗Φ×DΦ
) =

1

|G|
·
∑
g∈G

χDΦ
(g)χDΦ

(g) = 1,

òî åñòü ïðåäñòàâëåíèå D∗Φ×DΦ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè D∆H íåïðèâî-
äèìî, òî Γ ñîäåðæèò åäèíè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà D∆H ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íûì (ïîëíîñèììåòðè÷íûì) ïðåäñòàâëåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîíèæåíèå ýíåðãèè
ñèñòåìû âîçìîæíî òîëüêî ïðè ïîëíîñèììåòðè÷íîì èçìåíåíèè êîíôèãóðàöèè ÿäåð, òî åñòü
ñîõðàíåíèè òî÷å÷íîé ñèììåòðèè ìîëåêóëû � â ïðèáëèæåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîç-
ìóùåíèé âûñîêîñèììåòðè÷íàÿ ÿäåðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ óñòîé÷èâà â íåâûðîæäåííîì ýëåê-
òðîííîì ñîñòîÿíèè.
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Ïóñòü òåïåðü âûñîêîñèììåòðè÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ âûðîæäåíà; íàïðèìåð, äâóõêðàòíî
(òî åñòü ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ E-òèïà). Òîãäà êîíôèãóðàöèè Q0 ñîîòâåòñòâóþò
âîëíîâûå ôóíêöèè Φ1, Φ2, à ñìåù¼ííîé êîíôèãóðàöèè � âîëíîâûå ôóíêöèè

Φi =
∑

j

CijΦj + ∆Φi (i, j = 1, 2).

Ïîïðàâêè ê ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿ âåêîâûì óðàâíåíèåì∣∣∣∣ 〈Φ1|∆H |Φ1 〉−∆E 〈Φ1|∆H |Φ2 〉
〈Φ2|∆H |Φ1 〉 〈Φ2|∆H |Φ2 〉−∆E

∣∣∣∣ = 0,

òî åñòü â îáùåì ñëó÷àå ∆Ei çàâèñÿò îò èíòåãðàëîâ 〈Φi|∆H |Φj 〉 . D∗Φ×DΦ ÷åòûð¼õìåð-
íî è ñîäåðæèò íåïîëíîñèììåòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ßí è
Òåëëåð óáåäèëèñü â òîì, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷å÷íûõ ãðóïï ñèììåòðèè, âñòðå÷àþùèõñÿ â ìîëå-
êóëàõ è êðèñòàëëàõ, ñóùåñòâóåò íåïîëíîñèììåòðè÷íîå D∆H, ïðèâîäÿùåå ê îòëè÷íûì îò
íóëÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì 〈Φi|∆H |Φj 〉 . Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ ðÿäîì
ñ âûñîêîñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðàöèåé áóäåò íàõîäèòüñÿ íåñêîëüêî ìèíèìóìîâ (èõ ÷èñëî
ðàâíî êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ, ïîñêîëüêó åñëè 〈Φi|∆H |Φj 〉 6= 0, òî è 〈Φj|∆H |Φi 〉 6= 0).
Ñîîòâåòñòâóþùèé ýôôåêò íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì ßíà-Òåëëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ïîñêîëüêó
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà), à óòâåðæäåíèå (âûðîæ-
äåííîå ýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå ìîëåêóëû, èìåþùåé âûñîêîñèììåòðè÷íóþ êîíôèãóðàöèþ
ÿäåð, íåóñòîé÷èâî ïî ñðàâíåíèþ ñ íåâûðîæäåííûì ñîñòîÿíèåì íèçêîñèììåòðè÷íîé êîí-
ôèãóðàöèè) � òåîðåìîé ßíà-Òåëëåðà.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðè-
âîäèò ê íåñêîëüêî èíûì ðåçóëüòàòàì: â ÷àñòíîñòè, äàæå äëÿ íåâûðîæäåííîãî ýëåêòðîííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ âûñîêîñèììåòðè÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÿäåð ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíåå óñòîé÷èâîé,
÷åì íèçêîñèììåòðè÷íàÿ. Ïîäîáíûé ýôôåêò ïîëó÷èë íàçâàíèå ýôôåêòà ßíà-Òåëëåðà âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Òàêæå íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ñõîæåå èçìåíåíèå ãåîìåòðèè ìîæåò
ïðîèñõîäèòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâà óðîâíÿ áëèçêè ïî ýíåðãèè, íî íå ñîâïàäàþò � ýòî
òàê íàçûâàåìûé ïñåâäîýôôåêò ßíà-Òåëëåðà, îòëè÷èòü êîòîðûé îò ñàìîãî ýôôåêòà ßíà-
Òåëëåðà ïîðîé êðàéíå ñëîæíî. Íàêîíåö, íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ñèììåòðèÿ ñèñòåìû
ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïîëîæåíèþ ÿäåð, â òî âðåìÿ êàê ýëåêòðîííûå
îáîëî÷êè ýòèõ ÿäåð (â ÷àñòíîñòè, ýôôåêòèâíûé çàðÿä îñòîâà) ìîãóò èìåòü áîëåå íèçêóþ
ñèììåòðèþ. Ýòà ñèòóàöèÿ ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ ðåàëüíîé ñèììåòðèè ñèñòåìû, ÷òî ìîæåò
âûçâàòü êàê óñèëåíèå, òàê è íåéòðàëèçàöèþ ýôôåêòà ßíà-Òåëëåðà.
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