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1. Ìåòîäû êâàíòîâîé õèìèè.

1.1. Îòäåëåíèå öåíòðà ìàññ.

Óñëîâèìñÿ ðàññìàòðèâàòü ìîëåêóëÿðíûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ äåéñòâóþò òîëüêî êóëî-
íîâñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ; òîãäà îáùèé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå

H = Tn +Te +Vee + Vne + Vee = −
∑

α

1

2Mα

·∆α −
∑

i

1

2
·∆i −

1

2

∑
i6=j

1

rij

− 1

2

∑
α 6=β

ZαZβ

rαβ

− 1

2

∑
α,i

Zα

riα

,

ãäå èíäåêñû α, β ñîîòâåòñòâóþò ÿäðàì, à i, j � ýëåêòðîíàì. Èñïîëüçîâàíà àòîìíàÿ ñè-
ñòåìà åäèíèö (~ = 1, e = 1, me = 1, åäèíèöà äëèíû � áîðîâñêèé ðàäèóñ àòîìà); áóäåì
ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîé ñèñòåìû åäèíèö è äàëåå. Äëÿ òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî çàïèñàòü
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ñòàöèîíàðíîå èëè íåñòàöèîíàðíîå), âêëþ÷àþùåå â êà÷åñòâå ïåðå-
ìåííûõ êîîðäèíàòû âñåõ ÿäåð è ýëåêòðîíîâ, íî ðåøàòü òàêîå óðàâíåíèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Íà÷í¼ì óïðîùåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ � âûäåëåíèÿ
öåíòðà ìàññ.

Èòàê, íåîáõîäèìî âûäåëèòü â ãàìèëüòîíèàíå ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì öåí-
òðà ìàññ, òî åñòü äâèæåíèåì ìîëåêóëû êàê öåëîãî. Íà÷í¼ì ñ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ:
òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò {qi} , â êîòîðîé îäíà èç qi ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ-
âåêòîðîì öåíòðà ìàññ. Äëÿ ýòîé öåëè õîðîøî ïîäõîäÿò ïåðåìåííûå ßêîáè, âûñòðàèâàåìûå
ïî ïðèíöèïó

q1 = r1 = r2, q2 =
m1 r1 +m2 r2

m1 +m2

− r2, . . .qk =
m1 r1 + . . .mk rk

m1 + . . .mk

− rk+1, . . .

(çäåñü ri � ñòàðûå êîîðäèíàòû); ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñò � k-ûé âåêòîð ñîåäè-
íÿåò öåíòð ìàññ ñèñòåìû ïåðâûõ k ÷àñòèö ñî ñëåäóþùåé, (k + 1)-îé ÷àñòèöåé. Î÷åâèäíî,
÷òî â äàííîì ñëó÷àå qN áóäåò êîîðäèíàòîé öåíòðà ìàññ âñåé ñèñòåìû (N � îáùåå ÷èñ-
ëî ÷àñòèö). Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì ßêîáè ïîçâîëèò îòäåëèòü â ãà-
ìèëüòîíèàíå ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ qN : ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
B : qi =

∑
k

Bik rk, òîãäà

∂

∂ rj

=
∑

k

∂ qk

∂ rj

∂

∂ qk

=
∑

k

Bki
∂

∂ qk

,
1

mi

∆i =
∑
k,l

1

mi

Bki Bli
∂

∂ qk

∂

∂ ql

=
∑
k,l

Gkl
∂

∂ qk

∂

∂ ql

,

ãäå G = B m−1 B+, à m � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç mi. Íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû ìàòðèöà G áûëà äèàãîíàëüíîé (òîãäà â ãàìèëüòîíèàíå íå áóäåò ñìåøàííûõ âòîðûõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ); äëÿ ïåðåìåííûõ ßêîáè

B =



1 −1 0 . . . 0
m1

M2

m2

M2

−1 . . . 0

m1

M3

m2

M3

m3

M3

. . . 0

...
m1

MN

m2

MN

m3

MN

. . .
mN

MN


,

ãäå Mk =
k∑

i=1

mi. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî B m−1 B+ =

m−1
r , ãäå mr � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðèâåä¼ííûõ ìàññ

µk :
1

µk

=
1

Mk

+
1

mk+1

.
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Ïðîâåðèì òàêæå îòäåëèìîñòü êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ â ïîòåíöèàëå; çàìåòèì, ÷òî ∀ a
V (r1, . . . rN) = V (r1 + a, . . . rN + a). ri =

∑
k

Aik qk, ãäå A = B−1 = m−1 B+ mr; òàêèì îá-

ðàçîì, ri =
∑
k

1

mi

(B+)ikµk qk =
∑
k

1

mi

Bki µk qk . Òåïåðü ëåãêî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò, ñ

êîòîðûì qN âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ri:
1

mi

BNi µN =
1

mi

mi

MN

µN =
µN

MN

= 1. Òàêèì îáðà-

çîì, qN ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì ÷ëåíîì â ïîòåíèöàëå, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü V ôóíêöèåé
N − 1 âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ q1, . . .qN−1 .

Ìåæäó òåì, ïåðåõîäèòü ê ïåðåìåííûì ßêîáè äëÿ âñåõ ÷àñòèö ñèñòåìû (è ÿäåð, è
ýëåêòðîíîâ) íåóäîáíî: â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ äåéñòâèå íà ãàìèëüòîíèàí
îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâêè ýëåêòðîííûõ ïåðåìåííûõ (P). Îáû÷íî ïî îòäåëüíîñòè âûäåëÿþò
öåíòð ìàññ ïîäñèñòåìû ÿäåð Σ, ïåðåõîäÿ îò Rα ê Qα, è öåíòð ìàññ ïîäñèñòåìû ýëåê-
òðîíîâ η, ïåðåõîäÿ îò ri ê qi . Êèíåòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãàìèëüòîíèàíà ïðèìåò âèä

T = T′(Q,q)− 1

2M
∆Σ −

1

2N
∆η, ãäå M � ìàññà âñåõ ÿäåð, à N � ÷èñëî ýëåêòðîíîâ.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ïåðåìåííûì ßêîáè äëÿ Σ è η: λ = η−Σ,R =
M Σ+N η

M +N
. Êèíåòè-

÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãàìèëüòîíèàíà çàïèøåòñÿ êàê

T = T′(Q,q)− 1

2(M +N)
∆R −

1

2

(
1

M
+

1

N

)
∆λ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

Rα = Rα(Q) + Σ = Rα(Q) + R− N

M +N
λ, ri = ri(q) + η = ri(q) + R+

M

M +N
λ,

ïîýòîìó ñîñòàâëÿþùèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Vee è Vnn âîîáùå íå áóäóò çàâèñåòü îò R è
λ, à äëÿ Vne îñòàíåòñÿ ëèøü çàâèñèìîñòü îò λ . Íàêîíåö, ñäåëàåì çàìåíó r̃i = ri(q) + λ =
ri−η + λ = ri−Σ, òî åñòü äëÿ ýëåêòðîíîâ íà÷àëî îòñ÷¼òà ñìåùåíî â öåíòð ìàññ ÿäåð.
Ïîäîáíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ðåøàåò, î÷åâèäíî, âñå ïðîáëåìû � Vne ïåðåñòà¼ò çàâèñåòü îò
λ, ïîñêîëüêó

ri−Rα = ri(q) + R+
M

M +N
λ−Rα(Q)−R+

N

M +N
λv = r̃i −Rα(Q).

Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ; èç ïåðåõîäà ê
ïåðåìåííûì ßêîáè äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû

−1

2

∑
i

∆ri
= −1

2

∑
i

1

µi

∆qi
− 1

2

1

N
∆η.

Ìåæäó òåì, â ãàìèëüòîíèàíå, çàïèñàííîì ÷åðåç Q,q, R, λ, êèíåòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
èìååò âèä

T = Tn(Q)− 1

2

∑
i

1

µi

∆qi
− 1

2(M +N)
∆R −

1

2

(
1

M
+

1

N

)
∆λ =

= Tn(Q)− 1

2(M +N)
∆R −

1

2

∑
i

∆ri
− 1

2M
∆λ.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ãàìèëüòîíèàíå ñèñòåìû îòäåëÿþòñÿ äâå ïåðåìåííûå � R è λ:

H = − 1

2(M +N)
∆R −

1

2M
∆λ + T(Q, r̃) + V (Q, r̃) = − 1

2(M +N)
∆R + H̃(Q, r̃,λ).
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ H̃, à ïîòîìó îòáðîñèì òèëüäû; çàìåòèì òàêæå,
÷òî

∑
i

r̃i =
∑
i

ri−N Σ = N(η−Σ) = N λ, òî åñòü λ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ ýëåêòðîííîé

ïîäñèñòåìû â íîâûõ ïåðåìåííûõ r̃i.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ; ïîòðåáîâàòü L = 0 (L � ìî-
ìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû) çäåñü óæå íåëüçÿ � ïîäîáíûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ
î÷åíü ïðîñòûõ ñèñòåì; îáû÷íî óðàâíåíèÿ âèäà

∑
i,α

mk[rk ṙk] = 0 íåèíòåãðèðóåìû. Ïî ýòîé

ïðè÷èíå âìåñòî L = 0 èñïîëüçóþò óñëîâèÿ Ýêêàðòà Lα0 =
∑
α

mα[rα0 ṙα], òî åñòü òðå-

áóþò ðàâåíñòâà íóëþ óãëîâîãî ìîìåíòà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîé (îáû÷íî
ðàâíîâåñíîé) êîíôèãóðàöèè ÿäåð. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìîäè-
ôèöèðîâàííûå óñëîâèÿ Ýêêàðòà èëè óñëîâèÿ Ýêêàðòà-Ñåéâèöà: ñóììà áåð¼òñÿ íå ïî âñåì
ÿäåðíûì ïåðåìåííûì, à ëèøü ïî ÿäðàì, îòêëîíåíèÿ êîòîðûõ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
äîñòàòî÷íî ìàëû, òî åñòü ïî òåì ÿäðàì, ÷ü¼ ïîëîæåíèå ìîæíî ñ îïðåäåë¼ííîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûì.

1.2. Îòäåëåíèå ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû.

Ìàññà ÿäåð ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ìàññó ýëåêòðîíîâ, à ïîòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
äâèæåíèå ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû. Ìåæ-
äó òåì, ýëåêòðîííàÿ ïîäñèñòåìà ñîõðàíÿåò çàâèñèìîñòü îò ÿäåðíîé � ïîëíîå ðàçäåëåíèå
ïåðåìåííûõ Q è r ïðîñòî íåðàçóìíî, ïîñêîëüêó îíî îçíà÷àåò ïðåíåáðåæåíèå ñîñòàâëÿ-
þùåé Vne è ïðåäñòàâëåíèå ìîëåêóëû êàê ñèñòåìû îäíîèì¼ííî çàðÿæåííûõ, à ïîòîìó
îòòàëêèâàþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ÷àñòèö, íå ñïîñîáíûõ óäåðæèâàòüñÿ â êîíå÷íîì îáú¼-
ìå. Èñêîìû ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû â âèäå
Ψ(Q, r) = χ(Q)Φ(Q, r), ïðè÷¼ì ïåðåìåííûå Q ÿâëÿþòñÿ äëÿ Φ ïàðàìåòðàìè. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ íîðìèðîâàííîé (〈Ψ|Ψ 〉Q,r = 1) ôóíêöèè Ψ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî âñåãäà:

âûáåðåì χ(Q) =
√
〈Ψ|Ψ 〉r, Φ(Q, r) =

Ψ

χ
, òîãäà

〈χ|χ 〉Q = 〈Ψ|Ψ 〉Q,r = 1, 〈Φ|Φ 〉r =
〈Ψ|Ψ 〉r

χ

2

=
χ2

χ2
= 1.

Ïîäñòàâèì Ψ = χ(Q)Φ(Q, r) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà HΨ = EΨ, ãäå H = Tn +Te +V,
ïðè÷¼ì Te âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå ñ öåíòðîì ìàññ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû
(ïåðåìåííàÿ λ � ñì. 1.1).

Tn Ψ = Tn(χΦ) = Φ · Tn χ+ χ · Tn Φ−
∑

α

1

µα

∂ χ

∂Qα

∂ Φ

∂Qα

= Φ · Tn χ+ χ · Tn Φ + L(χ,Φ),

ïîñêîëüêó Tn åñòü ñóììà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî Qα . Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà
H íàçûâàåòñÿ ýëåêòðîííûì ãàìèëüòîíèàíîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç He � å¼ äåéñòâèå íà
ïåðåìåííûå Q ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ìóëüòèïëèêàòèâíûì. Ñ ó÷¼òîì âñåãî ýòîãî HΨ = Φ ·
Tn χ + χ · Tn Φ + L(χ,Φ) + χ · He Φ. Äîìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà Φ è óñðåäíèì ïî
ïåðåìåííûì r:

〈Φ|H |Ψ 〉r = Tn χ+ χ (〈Φ|Tn |Φ 〉r + 〈Φ|(Te +V )|Φ 〉r)

(〈Φ|L 〉r = 0, ïîñêîëüêó 0 =
∂ 〈Φ|Φ 〉r
∂Q

= 2

〈
Φ

∣∣∣∣ ∂ Φ

∂Q

〉
r

)
. Îáîçíà÷àÿ U(Q) = 〈Φ|Tn |Φ 〉r +

+ 〈Φ|(He +V )|Φ 〉r, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ íà χ: Tn χ + U(Q)χ = Eχ � òàê íàçûâàåìîìó
ÿäåðíîìó óðàâíåíèþ. Âûðàæàÿ îòñþäà Tn χ, ïîëó÷èì ýëåêòðîííîå óðàâíåíèå

Φ(Eχ− U(Q)χ) + χ ·Tn Φ + L(χ,Φ) + χ ·He Φ = EΦχ⇔ He Φ +Tn Φ +
1

χ
L(χ,Φ) = U(Q)Φ.
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Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, îäíàêî èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó ïî
ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì HΨ = EΨ, ïîñêîëüêó îíè íå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå âîçìîæíî ââåäåíèå ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé: â ïðèáëèæåíèè Áîðíà-

Îïïåíãåéìåðà ïðåíåáðåãàþò âñåìè ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè ìàññû ÿäåð, ïîëó÷àÿ óðàâíåíèÿ

He Φ(r,Q) = U(Q)Φ(r,Q); Tn χ+ U(Q)χ = Eχ.

Àäèàáàòè÷åñêèìè ïðèáëèæåíèÿìè íàçûâàþò âñå òå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå ýëåê-
òðîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè ïðîèçâîäíûõ ýëåêòðîííîé ôóíêöèè
ïî Q � ÿäåðíûì ïåðåìåííûì. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà; àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

He Φ = U(Q)Φ; Tn χ+ (U(Q) + 〈Φ|Tn |Φ 〉r)χ = Eχ.

Âîçìîæíî ââåäåíèå â ÿäåðíîå óðàâíåíèå áîëåå ñëîæíûõ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé, ÷òî
ïðèâåä¼ò ê àäèàáàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèÿì âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

1.3. Îäíîýëåêòðîííûå âîëíîâûå ôóíêöèè.

Ñîñðåäîòî÷èìñÿ â äàëüíåéøåì íà ðåøåíèè ýëåêòðîííîé çàäà÷è è îòûñêàíèè ôóíêöèè
Φ; ýòà ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, äîëæíà áûòü àíòèñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
ýëåêòðîííûõ ïåðåìåííûõ, ïîñêîëüêó ýëåêòðîíû ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè, ÷àñòèöàìè ñ ïî-
ëóöåëûì ñïèíîì.

Ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû èìååò âèä He = ao +
∑
i

ĥ(i) +
1

2

∑
i,j

ĝ(i, j), ãäå

ĥ(i) � îäíîýëåêòðîííûå, à ĝ(i, j) � äâóõýëåêòðîííûå îïåðàòîðû; a0 = Vnn. Âåðõíèé èíäåêñ
ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èç ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà èñêëþ÷¼í öåíòð ìàññ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû
(ïåðåìåííàÿ λ èç 1.1). Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé èëè âàðè-
àöèîííûìè ìåòîäàìè íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå He, òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ
âèäà 〈Φ|He |Φ 〉. Çàìåòèì, ÷òî âñå 〈Φ| ĥ(i)|Φ 〉 îäèíàêîâû (äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïåðåñòàíîâ-
êó 1 ↔ i � çíàê ïðè êàæäîé èç Φ èçìåíèòñÿ, òî åñòü âñåãî èçìåíèòñÿ äâàæäû); àíàëîãè÷íî
îäèíàêîâû âñå 〈Φ| ĝ(i, j)|Φ 〉 . Òàêèì îáðàçîì,

〈Φ|He |Φ 〉 = ao +N 〈Φ| ĥ(1)|Φ 〉+N(N − 1)

2
〈Φ| ĝ(1, 2)|Φ 〉;

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ 〈 |Φ| ĥ(1)|Φ 〉 è 〈Φ| ĝ(1, 2)|Φ 〉 . Â ýòèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäå-
íèÿõ èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì N ýëåêòðîííûì ïåðåìåííûì; ïðè ýòîì äëÿ N − 1
ïåðåìåííîé èíòåãðàë èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä.

∫
Φ∗Φdτ2 . . . dτN = ρ(1) � âåðîÿòíîñòü íà-

õîæäåíèÿ ïåðâîãî ýëåêòðîíà â äàííîé òî÷êå, òî åñòü ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü. Àíàëîãè÷-
íî
∫

Φ∗Φdτ3 . . . dτN = Γ(1, 2) � âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåêòðîíîâ â
çàäàííûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà; çäåñü dτ2, . . . dτN � íàáîðû ïåðåìåííûõ âòîðîãî, òðåòüå-
ãî, . . . N -ãî ýëåêòðîíîâ. Ïîñëåäíèå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííûå
ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ýëåêòðîííûìè ïëîòíîñòÿìè; ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ
èçâåñòíû êàê óðàâíåíèÿ Áîãîëþáîâà � îíè íå èìåþò áîëüøîãî ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ,
ïîñêîëüêó ìîãóò áûòü ðåøåíû ëèøü äëÿ ïðîñòåéøèõ ñèñòåì.

Íåîáõîäèìî ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé; ïðîñòåéøèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îä-
íîýëåêòðîííîå ïðèáëèæåíèå � ïðåíåáðåæåíèå äâóõýëåêòðîííûì îïåðàòîðîì ĝ(1, 2); òàêîé
ïîäõîä ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó, îäíàêî ïî÷òè âñåãäà ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíûì ðå-
øåíèÿì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå áûëî ââåäåíî äðóãîå ïðèáëèæåíèå � ïðèáëèæåíèå îäíîýëåê-

òðîííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ =
N∏

i=1

ψki
(i), ãäå ψki

(i) � îäíîýëåêòðîí-

íûå âîëíîâûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà äëÿ îòäåëüíûõ
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ýëåêòðîíîâ ĥ(i)ψki
(i) = εki

ψki
(i). Åñëè ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ, òî èõ íàçûâàþò îðáèòàëÿìè; åñëè òàêæå èìååòñÿ çàâèñèìîñòü îò ñïèíîâûõ
ïåðåìåííûõ, òî òàêèå îäíîýëåêòðîííûå ôóíêöèè íàçûâàþò ñïèí-îðáèòàëÿìè. Φ äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþ àíòèñèììåòðè÷íîñòè, à ïîòîìó äîëæíà áûòü âûáðàíà â âèäå

Φ =
1√
N !

∑
P

(−1)[P ]ψp1(1) . . . ψpN
(N) =

1√
N !

·

∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(1) ψ1(2) . . . ψ1(N)
...

ψN(1) ψN(2) . . . ψN(N)

∣∣∣∣∣∣∣
� îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà (ñëýòåðîâñêèõ äåòåðìèíàíòîâ). Çäåñü P � ïåðåñòàíîâêà (p1, . . . pN),

à [P ] � å¼ ÷¼òíîñòü;
1√
N !

� íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò. Ôóíêöèè ψ1(i), . . . ψN(i) âûáðà-

íû êàê îðòîíîìèðîâàííûé íàáîð. Ïðè÷èíû èìåííî òàêîãî ïîñòðîåíèÿ áóäóò îáúÿñíåíû
ïîçæå.

1.4. Íåîãðàíè÷åííûé ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà.

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà ïî ïåðâîìó ñòîëáöó Φ =
1√
N !

·
N∑

i=1

(−1)i+1ψi(1)Mi, ãäå

Mi � îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíîðà. Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â

〈Φ| ĥ(1)|Φ 〉 =
1

N !
·
∑
i,j

(−1)i+j+2 〈ψiMi| ĥ(1)|ψjMj 〉 =

=
1

N !
·
∑
i,j

(−1)i+j+2 〈ψi(1)| ĥ(1)|ψj(1) 〉1 · 〈Mi|Mj 〉2,3,...N =
(N − 1)!

N !
·
∑

i

〈ψi(1)| ĥ(1)|ψi(1) 〉1,

ïîñêîëüêó 〈Mi|Mj 〉2,3,...N = δij: ïðè i = j ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà äëÿ ñèñòåìû
N − 1 ÷àñòèö, íîðìà êîòîðîãî ðàâíà (N − 1)!; ïðè i 6= j â êàæäîì ñëàãàåìîì îáÿçàòåëü-
íî âñòðåòèòñÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçíûõ îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îäíîé ÷àñòèöå; ìåæäó òåì, ñïèí-îðáèòàëè áûëè âûáðàíû îðòîíîðìèðîâàííûìè, òî åñòü
〈ψi(k)|ψj(k) 〉 = δij ∀ k = 1, N. Âñåãî â 〈Φ|He|Φ 〉 N îäíîýëåêòðîííûõ ñëàãàåìûõ, ïîýòîìó

îáùèé âêëàä îäíîýëåêòðîííûõ îïåðàòîðîâ N 〈Φ| ĥ(1)|Φ 〉 =
∑
i

〈 i| ĥ(1)|i 〉 � çäåñü ÷åðåç |i 〉

îáîçíà÷åíû |ψi(1) 〉 .
Òåì æå ñïîñîáîì îïðåäåëèì âêëàä äâóõýëåêòðîííûõ îïåðàòîðîâ; ïîñëåäîâàòåëüíî ðàç-

ëîæèì îïðåäåëèòåëü Ñëýòåðà ïî ïåðâûì äâóì ñòðîêàì:

Φ =
1√
N !

·
∑
i<j

(−1)i+j+1+2Mij ·
∣∣∣∣ ψi(1) ψj(1)
ψi(2) ψj(2)

∣∣∣∣ ,
ãäå Mij � îïåðåäåëèòåëè ìèíîðîâ, ïîëó÷åííûõ âû÷¼ðêèâàíèåì ïåðâûõ äâóõ ñòðîê, i-ãî è
j-ãî ñòîëáöîâ. Îòñþäà 〈Φ| ĝ(1, 2)|Φ 〉 =

=
1

N !
·
∑
i<j

∑
k<l

(−1)i+j+k+l

〈(
Mij

∣∣∣∣ ψi(1) ψj(1)
ψi(2) ψj(2)

∣∣∣∣)∣∣∣∣ ĝ(1, 2)

∣∣∣∣ (Mkl

∣∣∣∣ ψk(1) ψl(1)
ψk(2) ψl(2)

∣∣∣∣)〉 =

=
1

N !
·
∑
i<j

∑
k<l

(−1)i+j+k+l 〈Mij|Mkl 〉3,...N ·
〈 ∣∣∣∣ ψi(1) ψj(1)

ψi(2) ψj(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ĝ(1, 2)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ψk(1) ψl(1)
ψk(2) ψl(2)

∣∣∣∣〉
1,2

.

Èñõîäÿ èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è ðàíåå 〈Mij|Mkl 〉 = (N − 2)! · δikδjl, ïîýòîìó

〈Φ| ĝ(1, 2)|Φ 〉 =
(N − 2)!

N !
·
∑
i<j

〈 ∣∣∣∣ ψi(1) ψj(1)
ψi(2) ψj(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ĝ(1, 2)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ψk(1) ψl(1)
ψk(2) ψl(2)

∣∣∣∣〉
1,2

=

=
1

N(N − 1)
·
∑
i<j

(〈 ij|ij 〉− 〈 ij|ji 〉− 〈 ji|ij 〉+ 〈 ji|ji 〉) ,
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ãäå 〈 ij|kl 〉 = 〈ψi(1)ψj(2)| ĝ(1, 2)|ψk(1)ψl(2) 〉 . Âñåãî åñòü
N(N − 1)

2
äâóõýëåêòðîííûõ ñëà-

ãàåìûõ; êðîìå ýòîãî, 〈 ij|ij 〉 = 〈 ji|ji 〉, 〈 ij|ji 〉 = 〈 ji|ij 〉, ïîýòîìó âêëàä äâóõýëåêòðîííûõ
îïåðàòîðîâ â 〈Φ|He |Φ 〉 ðàâåí

∑
i<j

(〈 ij|ij 〉− 〈 ij|ji 〉) .

Èòàê, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî a0

E = 〈Φ|He |Φ 〉 =
∑

i

〈 i| ĥ |i 〉+
∑
i<j

(〈 ij|ij 〉− 〈 ij|ji 〉) (ĥ = ĥ(1)).

Áóäåì èñêàòü ìèíèìóì ýíåðãèè ïðè óñëîâèè 〈 i|j 〉 = δij, èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, òî åñòü ðåøàÿ óðàâíåíèå

δ

(
E −

∑
i≤j

εij 〈 i|j 〉

)
= 0.

Áóäåì âàðüèðîâàòü |i 〉, ïåðåõîäÿ ê âåêòîðàì |i 〉+|δi 〉 . Çàìåòèì, ÷òî âàðüèðîâàíèå 〈 i|
ïðèâåä¼ò ê íàáîðó òî÷íî òàêèõ æå ñëàãàåìûõ, êàê âàðüèðîâàíèå |i 〉 ñ òî÷íîñòüþ äî êîì-
ïëåêñíîñîïðÿæ¼ííûõ ìíîæèòåëåé. Ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå òàêæå áóäåò ïðèñóòñòâî-
âàòü êàê â îñíîâíîé, òàê è â êîìïëåêñíîñîïðÿæ¼ííîé ôîðìàõ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ëèøü
ðåçóëüòàòû âàðüèðîâàíèÿ áðà-âåêòîðîâ 〈 i|.∑

i

〈 δi| ĥ |i 〉+1

2

∑
i,j

(〈 δi|ij 〉− 〈 δij|ji 〉− εij 〈 δi|j 〉) ⇒

⇒ ĥ |i 〉+
∑

j

(〈 j| ĝ |j 〉2 |i 〉− 〈 j| ĝ |i 〉2 |j 〉− εij |j 〉) = 0 (ĝ = ĝ(1, 2)).

Çàïèøåì |i 〉 è |j 〉 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íàáîðà äðóãèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ |i 〉 =

∑
k

Uik | k 〉, ãäå ìàòðèöà U, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïåðåõîä îò îäíîãî

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó, óíèòàðíà. Èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

∑
k

Uik ĥ | k 〉+
∑
j,m

(∑
k,n

Uik Ujm U∗
jn

(
〈 n | ĝ |m 〉2 | k 〉− 〈 n | ĝ | k 〉2 |m 〉

)
− εij Ujm |m 〉

)
= 0.

Ìàòðèöà U óíèòàðíà, ïîýòîìó
∑
j

U∗
jn Ujm = δmn è

∑
k

Uik ĥ | k 〉+
∑
k,m

Uik

(
〈m | ĝ |m 〉2 | k 〉− 〈m | ĝ | k 〉2 |m 〉

)
−
∑
j,m

εij Ujm |m 〉 = 0.

Äîìíîæèì óðàâíåíèå íà U∗
il è ïðîñóììèðóåì ïî i; òîãäà, ïîñêîëüêó

∑
i

U∗
il Uik = δkl,

ĥ | l 〉+
∑
m

(
〈m | ĝ |m 〉2 | l 〉− 〈m | ĝ | l 〉2 |m 〉

)
−
∑
i,j,m

U∗
il εij Ujm |m 〉 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî
∑
i,j

U∗
il εij Ujm = (U+ e U)lm; 〈 j|i 〉∗ = 〈 i|j 〉, ïîýòîìó ìàòðèöà e ýðìèòîâà, à

óíèòàðíóþ ìàòðèöó U âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ẽ = U+ e U äèàãîíàëüíà. Ñîîòâåò-
ñòâåííî,

∑
m

ẽlm = εl δlm, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

εl | l 〉 .
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ∑
m

(
〈m | ĝ |m 〉2 | l 〉− 〈m | ĝ | l 〉2 |m 〉

)
;

ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà
∑
m

Jm íà âåêòîð | l 〉 .

Jm = 〈m | ĝ |m 〉2 =
∫ |ψm(2)|2

r12

dτ2 � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåêòðî-

íîâ, óñðåäí¼ííûé ïî âñåì ïîëîæåíèÿìè âòîðîãî ýëåêòðîíà; èíà÷å ãîâîðÿ, ïîòåíöèàë âçà-
èìîäåéñòâèÿ çàôèêñèðîâàííîãî ïåðâîãî ýëåêòðîíà ñ ðàñïðåäåë¼ííîé ýëåêòðîííîé ïëîòíî-

ñòüþ âòîðîãî. Âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∫ ψ∗m(2)ψl(2)

r12
·ψm(1)dτ2 = Km ψl(1),

ãäå Km � òàê íàçûâàåìûé îáìåííûé îïåðàòîð (ìåíÿåò èíäåêñ l íàm ïðè âîëíîâîé ôóíêöèè
ïåðâîãî ýëåêòðîíà).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Õàðòðè-Ôîêà

ĥ | l 〉+
∑
m

(Jm−Km)| l 〉 = εl | l 〉 .

Îïåðàòîð F =
∑
m

(Jm−Km) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ôîêà (ôîêèàíîì); óðàâíåíèÿ Õàðòðè-

Ôîêà ìîæíî ñ÷èòàòü óðàâíåíèÿìè íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ĥ +F) è ðåøàòü èõ ïðè ïîìî-
ùè èòåðàöèé. Ïîäîáíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ êâàíòîâîõèìè÷åñêèõ çàäà÷ íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííûì ìåòîäîì Õàðòðè-Ôîêà (UHF � unrestricted Hartry-Fok method). Èíîãäà òàêæå
ãîâîðÿò, ÷òî ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ïîëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà F, ïîýòîìó ïðîöåññ èòåð-
ðàöèîííîé ñõîäèìîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ñ÷èòàþò ñîãëàñîâàíèåì ïîëÿ F, à ìåòîä
Õàðòðè-Ôîêà íàçûâàþò ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ (ÑÑÏ èëè SCF � self-content
�eld).

Èñòîðè÷åñêè ìåòîäó Õàðòðè-Ôîêà ïðåäøåñòâîâàë ìåòîä Õàðòðè, ðàçðàáîòàííûé äëÿ
ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ: ôóíêöèè Φ âûáèðàþòñÿ â ôîðìå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîýëåê-
òðîííûõ ôóíêöèé (à íå îïðåäåëèòåëåé Ñëýòåðà), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáìåííûé îïåðàòîð
ïðîñòî íå âîçíèêàåò, à óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò âèä

ĥ | l 〉+
∑
m6=l

Jm | l 〉 = εl | l 〉 .

8


