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Определенный интеграл

1. Интегральные суммы. Определение интеграла

Определение. Точки 
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 задают разбиение отрезка 
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Определение. Наибольшее из чисел 
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Определение. Если произвольным образом выбрать точки 
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Пусть функция 
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Определение. Величина 
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 называется интегральной суммой, соответствующей разбиению T с выбранными точками 
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Определение. Пусть существует число 
[image: image17.wmf]R

I

Î

 такое, что для любого 
[image: image18.wmf]0

>

e

 существует 
[image: image19.wmf]0

>

d

, 
[image: image20.wmf](

)

e

d

d

=

 такое, что для 
[image: image21.wmf](

)

d

<

T

d

 и любого выбора точек 
[image: image22.wmf]{

}

x

 выполняется неравенство


[image: image23.wmf]{

}

(

)

e

x

s

<

-

I

T

f

,

,

.

Тогда функция 
[image: image24.wmf](

)

x

f

 называется интегрируемой на 
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Примечания.
Это-определение интеграла Римана (Б. Риман (1826-1866)). Существуют другие определения интеграла (интеграл Лебега, интеграл Мак-Шейна, интеграл Курцвейла-Хенстока, интеграл Стилтьеса и др.). Мы будем рассматривать лишь интеграл Римана ввиду относительной простоты его определения, с одной стороны, и его достаточности для приложений, с другой стороны.

Чисто, допуская некоторую вольность языка (в математическом смысле!) говорят, что интеграл – это предел интегральных сумм при стремлении к нулю диаметра разбиения 
[image: image28.wmf](
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. Поэтому говоря в дальнейшем о пределе интегральных сумм мы имеем в виду утверждение, сформулированное в определении интеграла.

Впрочем, этой вольности можно избежать, если рассматривать понятие предела по базе (с этим понятием можно ознакомиться в более развернутых курсах математического анализа).

2. Необходимое условие существования интеграла

Теорема. Если функция 
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Доказательство. Возьмем в определении интеграла 
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Выберем любое 
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Зафиксируем произвольным образом числа 
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 выбранные в соответствующих промежутках. При этом первое и третье слагаемые в равенстве (1) примут определенное фиксированное значение. Обозначим сумму этих слагаемых буквой J. Таким образом, при любом 
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По условию, функция интегрируема, значит 
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(3).

Левая и правая части неравенств (3) представляют собой величины, не зависящие от 
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3. Суммы Дарбу и их свойства

При исследовании вопроса о существовании интеграла важную роль играют суммы Дарбу (Г. Дарбу (1842-1917)).

По доказанной в §2 теореме 
[image: image60.wmf](

)

x

f

 ограничена на 
[image: image61.wmf][

]

b

a

;

 и, следовательно, для любого разбиения T отрезка она ограничена на всех отрезках 
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 - точную нижнюю грань множества значений функции 
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Определение. Числа 
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 называются соответственно верхней и нижней суммами Дарбу функции 
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Теорема. Верхняя сумма Дарбу 
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 представляет собой точную верхнюю грань, а нижняя сумма Дарбу 
[image: image73.wmf](

)

T

s

 - точную нижнюю грань множества значений интегральных сумм при заданном разбиении T и всевозможных выборах точек 
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Доказательство. Проведем его для верхней суммы Дарбу. Для нижней суммы рассуждения вполне аналогичны.

Во-первых, для любого 
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(1).

Суммируя неравенства (1) по всем 
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Осталось доказать, что 
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(2).

Суммируя неравенства (2) по 
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Замечание. Отметим очевидность неравенства: 
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Считая известным понятие площади многоугольника, отметим, что нижняя сумма Дарбу, соответствующая разбиению 
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, представляет собой площадь многоугольника, верхняя граница которого на рисунке есть нижняя из 3 ломаных, отмечена жирной линией.

Верхняя сумма Дарбу - это площадь многоугольника, верхняя граница которого - верхняя из 3 ломаных линий, отмечена еще более жирной линией.

Наконец, интегральная сумма, соответствующая выбору точек 
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Определение. Разбиение 
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(круглыми точками отмечены новые точки деления).

Теорема.
1. Если 
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(3).

2. Для любых разбиений 
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Доказательство. Сначала докажем неравенства (3) в случае, когда 
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Аналогично, 
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Итак, первое утверждение теоремы доказано в случае, когда 
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Если же таких новых точек - несколько, то мы можем рассматривать 
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 как результат последовательного присоединения по одной точке. При этом, по доказанному выше, при каждом таком присоединении точки верхняя сумма Дарбу не увеличивается. Значит, 
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 и в общем случае. Аналогичное рассуждение справедливо и для нижних сумм.

Поэтому первое утверждение теоремы полностью доказано.

Докажем утверждение 2. Неравенство (4) легко следует из первой части теоремы. Действительно, рассмотрим разбиение 
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. Первое и последнее неравенства следуют из доказанной первой части теоремы, среднее неравенство очевидно.

4. Критерий интегрируемости
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Доказательство.
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Неравенство (1) доказано.

2. Достаточность. Поскольку 
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 согласно (1). Поэтому 
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. Теорема доказана.

Примечания.
1. Это - достаточно слабый критерий (Более сильные критерии, например критерий Дю-Буа-Реймона, критерий Лебега интегрируемости приведены в более развернутых курсах анализа). Однако нам будет вполне достаточно этой теоремы.

2. Часто обозначают 
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3. Используя теорему, докажем, что существуют ограниченные, но неинтегрируемые функции.

Пример. 
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5. Интегрируемость непрерывной функции, монотонной функции

Теорема. Если 
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Доказательство. По теореме Кантора, 
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(1).

Рассмотрим разбиение 
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 отрезка 
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 с диаметром меньшим, чем выбранное 
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Действительно, достаточно подобрать точку 
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и точку 
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(4).

(Это можно сделать, т.к. числа 
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[image: image231.wmf]a
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. Т.о. критерий интегрируемости выполняется.

Теорема. Если 
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Доказательство. Пусть 
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(5). Тогда если 
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 ввиду (5). Т.о. теорема доказана.

6. Свойства интеграла

Пусть 
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Свойство 1. Пусть 
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(1).

Важное примечание. Это свойство можно сформулировать иначе: если существуют интегралы 
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Доказательство. Произвольные разбиения отрезков 
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(2). Левая часть суммы (2) соответствует всему отрезку 
[image: image288.wmf][

]

b

a

;

, первое слагаемое правой части - отрезку 
[image: image289.wmf][

]

c

a

;

, второе слагаемое - 
[image: image290.wmf][

]

b

c

;

. Поскольку все 
[image: image291.wmf]i

w

 и 
[image: image292.wmf]i

x

D

 неотрицательные, 
[image: image293.wmf]å

å

=

-

=

D

³

D

j

i

i

i

n

i

i

i

x

x

0

1

0

w

w







(3)      и 
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(4).

По условию, 
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Но тогда, ввиду (3) и (4) 
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(6).

Поскольку левые части (5) и (6) представляют собой разности верхней и нижней суммы Дарбу для отрезков 
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(7). (первое слагаемое правой части - интегральная сумма для 
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Следствие. С учетом данного перед свойством 1 определения равенство (1) справедливо при любом расположении точек 
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Примечание. Свойство 1 можно сформулировать так: интеграл есть аддитивная функция отрезка.

Свойство 2. Если 
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(8).

Свойство 3. Если 
[image: image326.wmf](

)

(

)

x

g

x

f

,

 - интегрируемы на 
[image: image327.wmf][

]

b

a

;

, то 
[image: image328.wmf](

)

(

)

x

g

x

f

+

 - интегрируема на 
[image: image329.wmf][

]

b

a

;

 и 
[image: image330.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

+

=

+

b

a

b

a

b

a

dx

x

g

dx

x

f

dx

x

g

x

f




(9).

Доказательство свойств 2 и 3.

Обозначим 
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Поэтому, при 
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Итак, интегрируемость в свойствах 2 и 3 доказана. Равенства (8) и (9) следуют теперь из очевидных равенств: 
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Свойство 5. Если 
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(10).

Доказательство. По свойствам 2 и 3 функция 
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(11).

Вновь по свойствам 2 и 3, 
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Свойство 6. Пусть 
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(12).

Доказательство. Известно, что 
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(13) (т.к. 
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Замечание. Из того, что 
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Свойство 7. Пусть 
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Это сразу следует из свойства 5 и того, что для постоянной 
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[image: image400.wmf](

)

x

f

 интегрируема на 
[image: image401.wmf][

]

b

a

;

, 
[image: image402.wmf]b

a

<

 и при  
[image: image403.wmf][

]

(

)

M

x

f

m

b

a

x

£

£

Î

   

;

. Тогда 
[image: image404.wmf]M

m

£

£

$

m

m

,

 такое, что 
[image: image405.wmf](

)

(

)

a

b

dx

x

f

b

a

-

=

ò

m

. Если, кроме того, 
[image: image406.wmf](

)

[

]

(

)

b

a

C

x

f

;

Î

, то 
[image: image407.wmf][

]

(

)

x

m

x

f

b

a

=

Î

$

:

;

, т.е. 
[image: image408.wmf](

)

(

)

(

)

a

b

f

dx

x

f

b

a

-

=

ò

x

.

Доказательство. Первое утверждение сразу следует из свойства 7. Действительно 
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Теорема. (Обобщенная теорема о среднем значении). Пусть:
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По свойству 4 
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7. Определенный интеграл с переменным верхнем пределом

Пусть 
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Теорема 1. Если 
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Доказательство. Достаточно доказать, что при 
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Теорема 2. Пусть 
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Следствие. Если 
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Замечание. Пример 
[image: image481.wmf](

)

î

í

ì

¹

=

=

0

,

0

0

,

1

t

t

t

f

, 
[image: image482.wmf](

)

(

)

ò

-

=

F

x

dt

t

f

x

1

 показывает, что 
[image: image483.wmf](

)

0

0

=

F

¢

 (т.к. 
[image: image484.wmf](

)

0

º

F

x

), т.е. 
[image: image485.wmf](

)

(

)

1

0

0

=

¹

F

¢

f

, поэтому в случае точки разрыва теорема может оказаться неверной.

Теорема 3. (Формула Ньютона-Лейбница). Если 
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Доказательство. По доказанному следствию, первообразная 
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8. Приемы вычисления определенных интегралов

Теорема. (Замена переменной). Пусть 
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Доказательство. Пусть 
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Теорема. (Интегрирование по частям). Пусть 
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Доказательство. 
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 EMBED Equation.3  [image: image519.wmf](
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9. Приложения интеграла: площадь плоской фигуры

Считаем известным понятие площади треугольника. Площадь – неотрицательная, аддитивная величина. Площадь 
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 легко определить, как суммарную площадь составляющих его треугольников. Это определение – корректное, т.е.: если разбить многоугольник на треугольники различными способами, все равно сумма площадей этих треугольников одинакова. Докажем это.

Возьмем 2 разбиения многоугольника на треугольники:
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Построим общее разбиение:
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Получится разбиение на многоугольники, которое можно «доразбить» до треугольников (---).

Тогда площади частей как 1-го, так и 2-го разбиения получаются, как суммы площадей маленьких треугольников из результирующего разбиения. Поэтому суммы частей 1-го и 2-го разбиения отличаются друг от друга только порядком слагаемых и их величины одинаковы.

Пусть теперь 
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 - плоская фигура. Рассмотрим множество 
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Определение. Множество 
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Теорема.
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Пусть 
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 представляет собой фигуру, ограниченную снизу осью 
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Доказательство. Взяв произвольное разбиение отрезка 
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, рассмотрим нижнюю и верхнюю суммы Дарбу, соответствующие этому разбиению.
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Они представляют собой, соответственно, площади содержащегося в 
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 и содержащего 
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 многоугольников.
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Следствие. Площадь криволинейной трапеции
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в предположении непрерывности 
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Тогда площадь рассматриваемой фигуры есть разность площадей криволинейных трапеций и она есть 
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(1).

Действительно, взяв любое 
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Теорема. (Площадь в полярных координатах).
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Пусть фигура представляет собой часть угла: 
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Доказательство. Рассмотрим разбиение отрезка 
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 и соответствующие ему нижнюю и верхнюю суммы Дарбу для интеграла из формулировки теоремы. По известной из школьного курса формулы для площади кругового сектора, эти суммы представляют собой площади фигур 
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При измельчении разбиения эти суммы (
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10. Приложения интеграла: объем тела

Определение объема можно дать вполне аналогичным определению площади образом. Именно, считая известным понятие объема многогранника, рассмотреть множество объемов содержащихся в данном теле многогранников и множество объемов содержащих данное тело многогранников. Если точная верхняя грань первого из рассматриваемых множеств равно точной нижней грани второго, то тело называется кубируемым, или имеющим объем, равный общему значению этих точных граней.

Теорема. Если 
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Построим содержащийся в 
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 и содержащий 
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Теорема. Пусть 
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 - пространственное тело, а оси расположены так, что любое сечение, перпендикулярное оси 
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 этого тела представляет собой квадрируемую фигуру с площадью 
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Доказательство. Для произвольного разбиения отрезка 
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 суммы Дарбу представляют собой объемы тел, содержащихся внутри 
[image: image625.wmf]T

 (нижняя сумма Дарбу) и содержащих 
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Следствие. Объем тела, полученного вращением вокруг оси 
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 графика функции 
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Доказательство. Площадь круга радиуса 
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11. Приложения интеграла: длина дуги кривой

Пусть незамкнутая, не имеющая точек самопересечения кривая задана параметрическим уравнением 
[image: image637.wmf](

)

(

)

1

0

,

T

t

T

t

y

y

t

x

x

£

£

î

í

ì

=

=

, причем 
[image: image638.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

y

t

x

t

y

t

x

¢

¢

,

,

,

 непрерывны на 
[image: image639.wmf][

]

1

0

,

T

T

.

[image: image1.wmf]b

x

x

x

a

x

n

n

=

<

<

<

<

=

-

1

1

0

...

Пусть 
[image: image640.wmf]i

M

 имеет координаты 
[image: image641.wmf](

)

(

)

i

i

t

y

t

x

,

. 
[image: image642.wmf]1

2

1

0

0

...

T

t

t

t

T

t

m

=

<

<

<

<

=

. Рассмотрим ломаные линии, соединяющие выбранные вышеуказанным способом точки.

Определение. Если существует предел длины ломаной при стремлении к 0 максимальной длины звена ломаной, то этот предел называется длиной дуги кривой (а кривая называется спрямляемой или имеющей длину).

Теорема. При сформулированных выше условиях (т.е. если кривая – незамкнутая и без точек самопересечения, причем ее параметризация 
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Доказательство. Рассмотрим вписанную ломаную и соответствующие ей точки деления отрезка 
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 (под знаком суммы стоит длина 
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Применим к каждой из разностей 
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 теорему Лагранжа, согласно которой 
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(1). Эта величина напоминает соответствующую интегральную сумму 
[image: image657.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

å

-

=

=

D

¢

+

¢

1

0

2

2

n

i

i

i

i

t

y

x

s

x

x








(2) (различие только в том, что в (1) стоят точки 
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, в (2) – только 
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Требуется доказать, что при стремлении к 0 максимальной длины звена ломаной линии разность реличин 
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 и 
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 стремится к 0.

Можно доказать (но мы это оставим без строгого доказательства), что стремление к 0 максимальной длины звена ломаной эквивалентно стремлению к 0 диаметров соответствующих разбиений отрезка 
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(3).

Последний переход сделан на основании элементарного неравенства 
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По условию, функция 
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Поскольку интегральные суммы стремятся к 
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12. Приложения интеграла: площадь поверхности вращения
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13. Несобственные интегралы
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Перейдем к несобственным интегралам от функций, меняющих свой знак.

Определение. 
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Легко видеть, что абсолютно сходящийся интеграл – сходится, что следует из критерия Коши существования предела функции, применимый к 
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 по свойствам собственного интеграла и, значит, выполнен критерий Коши для 
[image: image824.wmf](

)

(

)

ò

=

b

a

dx

x

f

b

F

.

Вместе с тем, существуют сходящиеся интегралы 
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С другой стороны, если бы сходился 
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Отметим, что понятие несобственного интеграла позволяет обобщить понятие площади на случай неограниченных фигур.

Именно, можно считать величину интеграла 
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Аналогично, площадь такой фигуры можно выразить интегралом 
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Функции нескольких переменных

1. Пространство Rn
Напомним, что арифметическое n-мерное пространство 
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Более того, это - евклидово пространство со скалярным произведением 
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 и расстояние между 
[image: image851.wmf]x

 и 
[image: image852.wmf]y

,      
[image: image853.wmf](

)

(

)

å

=

-

=

-

=

n

i

i

i

y

x

y

x

y

x

1

2

,

r







(1)

При 
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 эта формула становится очевидной формулой для расстояния, поэтому общую формулу (1) для расстояния можно рассматривать как естественное обобщение известных формул на случай 
[image: image856.wmf]n

-мерного пространства.

В курсе линейной алгебры было доказано:
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Свойство 3 называется неравенством треугольника.

Определение. Множество, на котором определена функция 
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, обладающая свойствами 1-3, называется метрическим пространством, а 
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 - метрикой (или расстоянием).

Итак, 
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 - метрическое пространство с расстоянием (1).

Определение. 
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Определение. Пусть 
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 называется внутренней точкой этого множества, если 
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Определение. 
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Примеры: интервал, круг без границы.
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Определение. Пусть 
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Определение. 
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 называется замкнутым множеством, если оно содержит все свои предельные точки.

Примеры: отрезок, круг с границей.

Замечание. Часто вместо «круглых» окрестностей рассматривают «прямоугольные», т.е. 
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Легко видеть, что каждую «круглую» окрестность можно вписать в «прямоугольную» и наоборот.
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Определение. Множество 
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 называется компактным, если из любой бесконечной системы открытых множеств 
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Иными словами, из любого открытого покрытия 
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 можно выделить конечное подпокрытие.

Теорема. 
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 компактно тогда и только тогда, когда оно ограниченное (т.е. содержится в некотором шаре с центром в начале координат) и замкнутое (без доказательства).

2. Функции и отображения. Предел

Определение. Функция 
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Определение. Отображение 
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Таким образом, функция – это частный случай отображения 
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Задать отображение – это все равно, что задать 
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Примеры.

1. 
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2. Отображение 
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3. Вектор-функция 
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 - предельная точка области определения 
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«Конкретизируя» окрестности, это определение в метрических пространствах 
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(1).

Теорема. 
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, из (1) следует, что 
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3. Свойства предела. Непрерывность

Определение. Отображение 
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Согласно сказанному выше, непрерывность отображения 
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Так же, как и в случае одной переменной, справедлива следующая теорема.

Теорема. Если 
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Следствие. Сумма, разность, произведение и частное (при 
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Теорема. Если 
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Теорема. (Теорема о сохранении знака непрерывной функции). Если 
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Доказательство. Достаточно доказать, что если 
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Теорема. Непрерывный образ компактного множества есть компактное множество. (без доказательства).

Замечание. Эта теорема непосредственно обобщает теоремы 1 семестра о том, что непрерывная на отрезке функция ограничена и достигает наибольшего и наименьшего значений.

Теорема. Непрерывный образ связного множества (т.е. множества, любые 2 точки которого можно соединить кривой, целиком лежащей внутри этого множества) есть связное множество. (без доказательства).

Замечание. Эта теорема обобщает теорему 1 семестра о том, что непрерывная на отрезке фунуция принимает все свои промежуточные значения.

Теорема. (Теорема Кантора). Непрерывная на компакте 
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4. Дифференцируемость функции многих переменных. Частные производные
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 называемый, по определению, частной производной функции 
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Мы только что, тем самым, доказали теорему:

Теорема. Если 
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Таким образом, существование частных производных – необходимое условие дифференцируемости. При этом 
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Другое необходимое условие дифференцируемости - непрерывность функции, как показывает следующая теорема.
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5. Достаточное условие дифференцируемости

Достаточное условие дифференцируемости дает следующая теорема.

Теорема. Пусть частные производные 
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(4)      и рассмотрим разности 
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(5), составляющие в сумме приращение (4).

Положим 
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Поэтому каждая из разностей (5) имеет вид 
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, а приращение (4) совпадает с (3) из определения дифференцируемости. Теорема доказана.

Замечание 1. Непрерывность частных производных не является необходимым условием дифференцируемости функций. Например можно доказать, что функция 
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6. Дифференциал
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7. Производная сложной функции. Инвариантность формы первого дифференциала

Допустим, что 
[image: image1105.wmf]f

 - дифференцируемая в точке 
[image: image1106.wmf]a

 фунция, 
[image: image1107.wmf](

)

t

x

x

i

i

=

 и 
[image: image1108.wmf](

)

i

i

a

t

x

=

0

, причем 
[image: image1109.wmf](

)

t

x

i

 - дифференцируемые в точке 
[image: image1110.wmf]0

t

 функции. Положим 
[image: image1111.wmf](

)

(

)

(

)

t

x

f

t

F

=

. Тогда 
[image: image1112.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

-

=

-

=

D

=

D

n

n

a

a

f

t

x

t

x

f

a

f

x

f

a

f

t

F

,...,

,...,

1

1

0

 
[image: image1113.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

-

+

+

-

+

-

¶

¶

+

+

-

¶

¶

=

n

n

n

n

n

n

a

t

x

x

a

t

x

x

a

t

x

a

x

f

a

t

x

a

x

f

a

a

...

...

1

1

1

1

1

1

 
[image: image1114.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

´

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

¢

¶

¶

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

¢

¶

¶

=

x

t

t

t

t

t

t

x

a

x

f

t

t

t

t

t

t

x

a

x

f

n

n

n

1

0

0

0

1

0

1

1

...

a

b

b

 
[image: image1115.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

1

1

...

t

t

t

t

x

x

t

t

t

t

x

n

n

n

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¢

+

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¢

´

b

a

b

, где 
[image: image1116.wmf]0

®

i

b

 при 
[image: image1117.wmf]0

t

t

®

.

В определении дифференцируемости можно доопределить функции 
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(6).

Рассмотрим теперь случай, когда 
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(7).

Равенства (6) и (7) дают правила вычисления производных сложных функций.

Следствие. Следствием этих правил является инвариантность форм первого дифференциала. Именно, пусть 
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Это означает, что как в случае независимых переменных 
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8. Производные высших порядков

Если функция 
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С другой стороны, аналогично, получаем 
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Замечание. По аналогии можно доказать следующую теорему.
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9. Дифференциалы высших порядков
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(2).

Здесь мы воспользовались тем, что 
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Вообще, легко заметить, что используя формальную операторную запись, 
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(3).

Аналогично, полагая 
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(4)      в предположении, что для 
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(5). «Добавок» по отношению к (3) получается из-за того (см. вывод (2)), что в нашем случае 
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Однако, если 
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(6),   то 
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10. Формула Тейлора

Из доказанной в первом семестре теоремы следует, что 
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(1)  при условии существования 
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11. Геометрические приложения: касательная плоскость

Пусть 
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(1).

[image: image1243.jpg]\




По аналогии с одномерным случаем (прямая называется касательной к кривой в точке 
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будем называть плоскость касательной к поверхности в точке 
[image: image1249.wmf](

)

0

0

0

,

,

z

y

x

 если расстояние от точки 
[image: image1250.wmf](

)

z

y

x

M

,

,

 до этой плоскости есть бесконечно малая более высокого порядка, чем 
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Рассмотрим некоторую плоскость, проходящую через точку 
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(2).

Из курса аналитической геометрии известно, что расстояние от точки поверхности 
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(3).      (вспомнить про нормальное уравнение плоскости).

Если 
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(4)      и заметим, что 
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(5),  где 
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, что представляет собой бесконечно малую более высокого порядка, чем 
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Обратно, если есть касательная плоскость (2), т.е. 
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Итак: наличие касательной плоскости (2) к поверхности равносильно дифференцируемости 
[image: image1276.wmf]z

 в точке 
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Вектор нормали к касательной плоскости называется вектором нормали к поверхности и имеет координаты 
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12. Геометрические приложения: производная по направлению, градиент

Пусть мы снова рассматриваем график функции 
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Важно отметить, что пока мы не вводим никакой системы координат (точки на плоскости, направления и функции от точек можно определить без системы координат. Например, температуру воздуха в данной точке обычно измеряют термометром, при этом не особенно задумываясь о системе координат в пространстве. Направление тоже часто указывают без всяких координат (например – пальцем (что не служит признаком хорошего воспитания)) и т.д.)
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(1). Аналогично, в случае 3-х переменных 
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(2).

Скалярное произведение в правых частях (1) или (2) можно представить, как 
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(3) (поскольку 
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Мы видим, что выражение (3) имеет наибольшую величину, когда 
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. Это позволяет определить градиент как вектор, модуль которого равен наибольшей из величин производных по направлению в этой точке. А направление его как раз такое, в котором производная по направлению достигает наибольшей величины. Это определение градиента, в котором не участвуют координаты, позволяет рассматривать его как характеристику функции, не зависящую от наблюдателя.

Установим ряд важных свойств градиента: пусть 
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5. Если 
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Доказательства всех этих свойств вполне аналогичны. Разберем, например, свойство (3). Пусть, для определенности, 
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Пусть 
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Для часто встречающихся в физике радиальных функций 
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13. Экстремумы функций нескольких переменных

Пусть 
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Теорема. Если 
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Доказательство. Рассмотрим точки, у которых все координаты, кроме 
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Замечание 1. Разумеется, в точке экстремума частные производные могут и не существовать.

Пример. 
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Замечание 2. Если все частные производные в точке экстремума 
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Замечание 3. В точке экстремума дифференцируемой функции 
[image: image1394.wmf](

)

y

x

z

,

 касательная плоскость параллельна плоскости 
[image: image1395.wmf]OXY

.

14. Достаточные условия экстремума

Сначала мы изложим схему исследования функции 
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 - минимум. Если отрицательно определенная, то максимум. Если форма неопределенная (т.е. меняет знак), то экстремума нет. Для выяснения вопроса определенности формы можно использовать известный критерий Сильвестра.

Изложенная схема совершенно верна, однако не мешало бы построже доказать, например, что знак 2-го дифференциала совпадает со знаком приращения. Поэтому в случае 
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(3).    В скобках стоит сумма квадратов, поэтому она неотрицательна. Более того, если 
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(4).    С другой стороны, 
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(5).  Из равенства (2) и неравенств (4) и (5) следует, что 
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В случае точки максимума
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Если же этот график «почти» гиперболического параболоида (седло), то экстремума нет.
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(1) равносильно уравнению 
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Далее, 
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При любом фиксированном 
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Таким образом, искомая функция построена. При этом, просто по построению 
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(3), где 
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. Теорема доказана.

Аналогичными рассуждениями можно доказать такую теорему:

Теорема. Пусть функция 
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Важную роль играет аналогичная теорема для системы уравнений. Сформулируем некоторый частный случай подобной теоремы.

Теорема. Пусть 
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(4), где функции 
[image: image1616.wmf]z

y

x

,

,

 непрерывны и имеют непрерывные производные в некоторой области 
[image: image1617.wmf]2

R

D

Ì

 (точки 
[image: image1618.wmf](

)

D

v

u

Î

,

). Пусть матрица Якоби 
[image: image1619.wmf]J

 имеет в этой области ранг 2. 
[image: image1620.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

v

z

v

y

v

x

u

z

u

y

u

x

J

. Тогда, если, например, минор 
[image: image1621.wmf]0

¹

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

v

y

v

x

u

y

u

x

, то в области 
[image: image1622.wmf]D

 систему (4) можно преобразовать к уравнению 
[image: image1623.wmf](

)

y

x

z

z

,

=



(5), причем 
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(6).

Замечание. Уравнения (4) представляют собой так называемое параметрическое задание поверхности. Уравнение (5) – это задание той же самой поверхности явным уравнением. Часто обозначают 
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(7), где буквы 
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Тогда формулы (6) можно переписать в виде 
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(8).

При этом если мы хотим рассматривать вместо (7) нормальный вектор единичной длины, то, деля (7) на его модуль, т.е. на 
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(9). Преобразуем выражение 
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(10).

Приложения доказанных теорем

Задача. Дано уравнение 
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Решение. Приведем уравнение к виду 
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(11).

Для подсчета второй производной: 
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Задача. Пусть 
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Решение. Справедливы все условия теоремы 3, т.к. 
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Замена переменных

Задача. Преобразовать уравнение 
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(12)    к полярным координатам.

Решение. 
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Задача. Преобразовать уравнение 
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(13), новыми независимыми переменными 
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(14).

Решение. Согласно (13) 
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(15).  С другой стороны, 
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(16). Из (15) и (16) получаем: 
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16. Условный экстремум
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(1).

Определение. В точке 
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(2). Иными словами, 
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(3).

Из этой системы можно линейно выразить 
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 и 
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Есть, однако, специальный прием, называемый методом неопределенных множителей Лагранжа, который позволяет обойтись без решения этой системы. По инвариантности формы дифференциала, условие 
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(4). Умножим уравнения (3) на 
[image: image1737.wmf]l

 и 
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 соответственно и сложим с (4): 
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(5).

Выберем 
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 и 
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 так, чтобы коэффициенты при 
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 и 
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 одновременно обращались в 0. Это можно сделать потому, что определитель системы 
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(6)    не равен 0.

Тогда (5) примет вид 
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(7).

Таким образом, необходимые условия экстремума вспомогательной функции 
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 совпадают с уравнениями (6) и (7) и, тем самым, с необходимыми условиями условного экстремума.

Достаточные условия получаются при исследовании 2-го дифференциала.

Пример 1. Найти экстремум функции 
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Решение 2. Строим 
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